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Clurang 4 : Sa lugc ve hám lugng giác ngugc 


chlíüng 4 

SO LUOC VÉ HÁM LUONG GIÁC NGUOC 


I. MÓT SÓ TÍNH CHAT CO BÁN VÉ HÁM I I OV, GIÁC NGlígíC 

Hám só y = arcsin x lá hám lugng giác ngugc cüa 
hám so x = sin y, có mgt só tính chát co bán sau 

r r 7T TCl 

ye [-2 ; 2\ 

arcsin(sinx) = x,x e 



r 7T Tí~\ 

i 


2 2 - 

sin (arcsin x) — x,x E [—1; 1] 
arcsin(— x) — — arcsin x 
Hám só y = árceos x lá hám lugng giác ngugc 
cüa hám só x — eos y, có mgt só tính chát co bán sau 

y e [0; n] 

árceos (eos x) = x, x E [0; 7r] 
cos(arccosx) = x,x E [—1; 1] 
arccos(— x) — n — árceos x 


Hám só y = arctan x lá hám lugng giác 
ngugc cüa hám só x = tan y, có mgt só tính 
chát co bán sau 

r _ / 71 , n \ 

y G v 2' 2 ) 

/ 7T 7T\ 

retan (tan x) — x,x E ; —J 

tan (arctan x) = x,x£E 
arctan (—x) = — arctan x 
Hám só y = arccot x lá hám lugng giác 
ngugc cüa hám só x = coty, có mgt só tính 
chát co bán sau 

í y£(0; 7 r) 

J arccot(cotx) — x,x E (0; n) 

¡ cot(arccotx) = x,x £ 1 
V arccot(— x) = n — arccot x 
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Clurang 4 : Sa luac ve hám lcrong giác ngugc 


II. BÁI TÁP VÍ DU VÉ HÁM LlTONG GIÁC NGlTOC 

(n N2\\ 

a. A — sin- 1 - arcsin — 

V12 l 2 


Vi 



_V2 

2 

n n- 
2 ’ 2 


nén arcsin 



n 

— . Do dó, 
4 



Do dó, 


/ 2n\ / 7 i\ n 

B - arcsin sin — = arcsin sin — - — 
V 3 ) V 3^ 3 


c. 


C = 


árceos 



Ta tháy : 


471 / 7T\ n 

eos — = eos [n -\—) = — eos — 

3 V 3 ; 3 

Do dó, 

/ 47r\ / 7 r\ / 7 r\ n 2n 

C = árceos eos — = árceos ( — eos — ) — n — árceos eos —) — n -= — 

V 3 7 V3' V 3 / 33 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


CHl/GNG 5 


i. 


PHUÜNG TRINH Ll/ONG GIÁC 

PHlTONG TRINH LlTONG GIÁC CO BÁN 
CÁC DANG PHlTONG TRÍNH CO BÁN 


a. sin u — sinv 


b. eos u — eos v 


c. tan u = tan v 


d. cotu = cotv 


u — v + k2n 
tu — n — v + k2n 

r u = v + k2n 
Yu = — v + k2n 

íu = v + kn 

ju * -+ kn ^ GZ ) 

v ? 


(k e Z) 
(k e 7L) 


\u — v + kn 
1- u ^ kn 


(k e Z) 


CÁC DANG PHlTONG TRINH CO BÁN DÁC BIÉT 

1 . sin u — 0 <=> u = kn (k G Z) 

n 


2. eos u = 0 u = — + kn (k EZ) 

n 

3. sin u — 1 u = — + k2n (k G Z) 

4. eos u — 1 <^> u — k2n ( k G Z) 

n 

5. sin u = —1 u = — — + /c27t ( k G Z) 

6. eos u — — 1 u = n + k2n ( k G Z) 


7 . sinu = - <^> 
2 


7T 


u — —I- k2n 

L ( k e z ) 

u =-1- /c27T 

6 


1 7T 

8 . eos u — u — ± — + k 2 n (k G Z) 


3 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


V3 

9. sin u = — 
2 


n 

u — —I- k2n 

2 í ( k e z ) 

u =-1- /c27T 

3 


V3 7T 

10. eos u — — u — ± — + k2n (k G Z) 


11 . 


sin u — 



n 

u = -1- k2n 

6 

7n 

u —-1- k2n 

6 


(fc G Z) 


1 27T 

12. eos u — — - <=>u = + — + k2n(k G Z) 


13. sinu 


V3 

2 


7T 

u — -1- k2n 

3 

An 

u — -1- k2n 

3 


(k G Z) 


V3 5tt 

14. eos u = —— u — ± — + /c27t (/c G Z) 


Ch ú y ráng: 


1) Phuong trinh sinx = m (m G [—1; 1]) có dúng mót nghiém thuóc 



Tí 711 
2'21 


Ta kí hiéu nghiém dó la aresin m. 

2) Phirong trinh eos x — m (m G [—1; 1]) có dúng mót nghiém thuóc [0; 7r]. 

Ta kí hiéu nghiém dó la árceos m. 

/ Tí Tí\ 

3) Phuong trinh tan x = m(m G 1) có dúng mót nghiém thuóc ; —J. 

Ta kí hiéu nghiém dó la arctan m. 

4) Phuong trinh cotx = m (m G IR) có dúng mót nghiém thuóc (0; tí). 

Ta kí hiéu nghiém dó lá arccotm. 

Chúng ta su dung các cóng thúc bién dói luong giác da néu trong Chuong 2, phán tích 
phuong trinh thánh các nhán tú dé xuát hién các dang phuong trinh trén. 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


Bái 1: Giái các phirong trinh sau 

V3 

a. sin 2x = 1 

c. tan x =- 

3 

1 

b. eos 3x — - 
2 

d. cot2x — 1 


Giái: 


a. Ta có: 


n n 

sin 2x — 1 <^> 2x — — + k2n <=> x = — + kn (k E Z) 

2 4 v 7 


b. Ta có: 


JJ ^ 2 

eos 3x — - 3x — -\ - 1 - k2n <^> x — H - 1 - (k E Z) 

2 ~~ 3 — 9 3 v y 


c. Ta có: 


\¡3 \x - - ~ + kn n 

tan x =- <=> < n <=> x =- \- kn (k EZ) 

3 ‘ x *- + kn 6 


d. Ta có: 


n kn 

, x ~ o ~ñ~ 7i kn 

cot 2x — 1 x = —I- (k El) 

¡en 8 2 

X * ~2 


Bái 2: Giái các plurorig trinh sau 
1 

a. sinfx + 2) = - 

2 

b. eos (7T — x) = 1 


c. tan (2x — 1) = V3 

d. cot (3x — 1) = —V3 


5 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


Giái: 


a. 


Ta có: 


sin (x + 2) = - <^> 
2 


n 


x + 2 — —1- k2n 
6 

Sn 

x + 2 =-1- k2n 

6 


71 


x — — + k2n — 2 

L c k s z ) 

x = -1- k2n — 2 

6 


b. 


c. 


Ta có: 


eos (jz — x) — \ n — x — k2n <^> x = n + k2n (k E Z) 


n kn 1 

x — —I-1- - 

6 2 2 

n kn 1 

x * T + + T 

4 2 2 

n kn 1 

<^x = — + — + -(kE7L) 
o 2 2 



d. 


Ta có: 


{ n kn 1 

x= ~ T il T 1 +i 

x^ — + - 
3 3 

n kn 1 

<=> x =-+ — + - (k el) 

18 3 3 J 


Bái 3: Giái các phirong trinh sau 

a. tan (x + —) = tan ( '2x + —) 

b. tan (x + —) = — cot ( '2x — — ) 

c. sin* = cos(x + n) 


Giái: 


a. 


Ta có: 

tan (x + — ) = tan ( '2x + —) 


n n 

2x -\— = x -\ -h kn 

3 4 

n n 

2x + — ^ — + kn 
3 2 

n 

<=> x =-1- kn (/c G Z) 

6 



b. 


Ta có: 


tan 


/ 7T\ / 7T\ / 7T\ n 

(x + — J = — cot (^2x — —J <=> tan (x + —J = tan(2x + —) 


7T> 

4> 


7T 

ó' 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


n n fn 

2x + - = x + -+kn U = — +kn n 

n n ^ ) n kn ** x = 7? + kn ^ G ^ 

2x + 6*2 +h ' G*6 + T 


c. Ta có: 


sinx 


= cos(x + 7r) <=> sin x = sin x -) <^> 


n 

x — —x -1- k2n 

2 

n 

x = n + x H-1- k2n 

2 


n 


n 


x — -1- kn 

2 n ^ x — -1- kn (k GZ) 

Ox — — + k2n (yo ly) ^ 


Bái 4: Giái các phircmg trinh sau 

2 

a. tanx + cotx =- 


cosx 


smx cosx 

b - —T- T = 0 

sin 5x eos 5x 

c. (2 eos x — 1) (2 sin x + eos x) — sin 2x — sin x 


(Tuyén sinh khói D 2004) 


Giái: 


a. 


Biéu kién : 


kn 

x * — (k e ti) (*) 


Phircmg trinh tiran g chrang vái 


sinreosx 


sin x = — 
2 


cosx 
n 

x — -1- k2n 

6 

7n 

x — -1- k2n 

6 


(k e ti) 


Két hap vái (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phirang trinh. 
b. Biéu kién : 

j „ „ <^> sin 4x ^ 0 x ^ — (k £ ti) (*) 

(cos2x ^ 0 4 

Phuang trinh tuang chrang vái 

sin x eos 2x — eos x sin 2x 


sin 2x eos 2x 


= 0 sin x — 0 x = kn (k E ti) 


7 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


Két hgp vái (*) ta ehroc nghiém \ax — n + m2n (m G Z) 
c. Ta có: 


(2 eos x — 1)(2 sin x + eos x) — sin 2x — sin x 
<^> (2 eos x — 1)(2 sin x + eos x ) = sin x(2 eos x — 
<=> (2 eos x — l)(sin x + eos x) = 0 

V2 (2 eos x — 1) sin (x + — j = 0 


1 

eos x = - 
2 



x = ± — + k2n 

\ (k e Z) 

x =- V kn 

4 


1 ) 


Bái 5: Giái các phuo'ng trinh sau 

a. V3 tan(2x - 36°) - 1 = 0,x G [90°; 180 o ] 

b. sin(3x + 1) + sin(3x — 1) = 0,x G [—n m ,n] 

c. eos 3x — 4 eos 2x + 3 eos x — 4 = 0, x G [0; 14] (Tuyén sinh khói D 2002) 

Giái: 

a. Ta có: 


Lai có: 


V3 tan(2x - 36°) - 1 = 0 (vái x G [90°; 180°]) 


n V3 f 
tan(2x — 36°) = — <=> j 

x = 33° + k90° 


2x- 36° = 30° + /cl80° 
2x- 36° * 90° + /cl80° 


í 


x ^ 63° + /c90° 


x = 33° + /c90° (fc G Z) 


xG[ 90 0 ;180 0 ]^Í 900 ^ 330 + /c90 °^ 1800 

L k G Z 

(19 49 

_\—<k< — 

^ 30 30 

l k G Z 

Vay nghiém cüa phirong trinh lá x = 123° 
b. Ta có: 


k G {1} 


sin(3x + 1) + sin(3x — 1) = 0 (vói x G [—7r; n]) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


kn 

<^> 2 sin 3x eos 1 = 0 sin 3x — 0 <^> x = — (k G Z) 


Lai có: 


( kn 

-n< — <n^ {" 3 - - 3 ^ k G {0; ±1; ±2; ±3} 

keZ 

( n 2n ) 

Váy nghiém cüa phu-cmg trinh la x G jO; ± —; ± — ; ±n j 


c. 


Ta có: 


eos 3x — 4 eos 2x + 3 eos x — 4 = 0 (vói x G [0; 14]) 
4 eos 3 x — 3 eos x — 4(2 eos 2 x — 1) + 3 eos x — 4 = 0 
4 eos 2 x (eos x — 2) = 0 
cosx = 0 

cosx = 2 > 1 (loaivi cosx < 1) 
n 

x — — + kn (k G Z) 


Lai có: 

x G [0; 14] 


< n ( 1 14 1 

0 < — + /C7T < 14 ] - < fc < -_ i, c r n . 1.9. ol 

2 ^ 2 7T 2 <=> k G 10; i; 2; 3j 

k G Z l k G Z 

(7T 371 571 771') 


(7T 371 D7T /7n 

Váy nghiém cüa phuong trinh la x G j —; —; —; —| 

v 2 2 2 2 J 


Bái 6: Giái các phuong trinh sau 

57T\ / 77T> 


/ d 7T\ / / 7T\ r7T i 

a. sin ^2x + — J — 3 eos I x ——J = 1 + 2 sin x, x G y—, 37rJ 
sin 3x — sinx 

b. = sin2x + eos2x,x G (0,27r) 

VI — eos 2x 


Giái: 

a. Ta có : 


in ^2x + —j = sin ^2x + —) = eos 2x 
^x ——^ — eos (x + — — 471) = — si 


smx 


Nhu váy, phuong trinh viét lai thánh 

eos 2x + 3 sin x = 1 + 2 sin x 


<=> 2 sin 2x ( sin x — -) — 0 


9 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


x — kn 
n 

x — — + k2n , 

6 (k E ti) 

Sn 

x = -1- k2n 

6 


r7T i c n Sn Yin) 

Vi x G 1^—, 37 tJ nén nghiém cüa phuang trinh la x G |7r; 2n m , 37r; —; — ; 

b. Phuang trinh tirang duang vái 

2C0S2xSÍnX / 7T\ 

= v2 eos y2x -J 


V2|sinx| 

Néu x G (0, n) thi sin x > 0 nén 


/ 7i\ n kn 

eos 2x — eos (2x -)<^>x =-1- (k El) 

V 4/ 16 2 


Khi dó, 


X E 


(n 9n} 

lló'lól 


Néu x E (n, 2n) thi sin x < 0 nén 


/ 7i\ 571 kn 

eos 2x — — eos 2x -) <^> x =-1- (k El) 

V 4/ 16 2 v 7 


Khi dó, 


c n 9n 

Vay nghiém cüa phuong trinh la x G j—; —; 


(21n 29711 

* 6 büT'iirj 

n 9n 21n 29n "] 

TéT'HTJ 


Bái 7: Giái các phuong trinh sau 

a. (2 eos x — 1)(2 sin x + eos x) = sin 2x — sin x (Tuyén sinh khói D 2004) 

b. sin x + eos x + 1 + sin 2x + eos 2x = 0 (Tuyén sinh khói B 2005) 

c. cotx + sinx (l + tan x tan= 4 (Tuyén sinh khói B 2006) 


d. 


+ 


sin* 


sin (x - -£) 


7n 

„ = 4 sin I-x 

3n\ \ 4 


(Tuyén sinh khói A 2008) 


Giái: 


a. 


Phuong trinh tuang duang vói 

(2 eos x — 1)(2 sin x + eos x) = sin x (2 eos x — 1) 
(2 eos x — l)(sin x + eos x) — 0 


10 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


eos x = - 
2 

V2 sin (x + —) = 0 


n 

x — +— + k2n 

\ (k 6 Z) 

x =- \- kn 

4 


b. Phu'ang trinh tu'O'ng duemg vói 

2 eos 2 x + 2 eos x sin x + eos x + sin x = 0 
(2 eos x + l)(cos x + sinx) = 0 


2n 

x = H-1- /c27r 

“ 3 

Tí 

x — - V kn 

4 


(k E Z) 


c. 


Diéu kién: 


rcosx ^ 0 
sinx ^ 0 


kn 


x <^> sin 2x ^ 0 <^> x ^ — (k E Z) (*) 

eos - ^ 0 ^ 

2 


Ta tháy : 


.x x , . .x 

x sin x sin ~ eos x eos ^ + sin x sin « 

1 + tan x tan — = 1 H-7 P - 

2 x x 


eosxeos 2 


Do dó, phirong trinh tirong du'ong vói 


cot x + tan x = 4 <^> sin 2x = - <^> 

2 


x — -1- kn 

¡n » £ ® 

x =-t- kn 

12 

Két hop vói (*), ta nhán nghiem tren lá nghiem cüa phuong trinh. 
d. Diéu kién : 

sinx ^ 0 


eosx eos 2 


n 


cosx 


( sinx ^ 0 

4-t)« w 


Phuong trinh tuong duong vói 

11 r- 

— -1-= —2v2(sinx + cosx) 


sinx cosx 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


sin (x + —) { -— + V 2 ) = 0 

v 4' Vsin 2x ) 


n 

x = - V kn 

8 

x — -f- kn (k G Z) 

8 

n 

x — - V kn 

4 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phirang trinh. 
Bái 8: Tim tát cá các giá tri nguyén cüa x thóa man 

eos — ( 3x — y/9x^-Y6^^80^j — 1 


Giái: Phuong trinh tu'O'ng duong vói 

^ (Zx - V 9x 2 - 16x - 80) = k2n (k G t) 

<^> ^f9x^~—16x^-89 — 3x — 8k 
( 3x — 8k > 0 

^ (9x 2 - 16x - 80 = (3x - 8 k) 2 
3x — 8k > 0 

49 (*) 


'9x = 12 k + 4 + 


3k — 1 


Do dó, 3/e — 1 lá iróc nguyén cüa 49. Ta duge : 3k — 1 = ±1, ±7, +49 
Vi k G TL nén k — 0, —2, —16. Thay váo (*), ta duge x — —3, —21 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


BÁI táp tü luyen 

5.1.1. Giái các phuang trinh sau: 

V3 

a. tan 2x — — 

3 

b. sin lOx — 1 

c. 4 eos 2 x — 3 — 0 


d. 3 sin* — 2 = 0 

e. 1 + sin 2x — sin 2 x + eos 2 x 


5.1.2. Giái các phuang trinh sau: 

<2X 7T> 

a. sin I-1 = 0 


3 3/ 

b. 1 + eos ( '2x — — ) = 0 

(X 


c. tan 


(X U\ V3 

y?. + 3) ~~ "T 


d. sin 2 (x + 1) = 1 


e. 2 eos 


n ( y¡2^ 

— sinx — 1 H- 


= V3 


5.1.3. Giái các phuang trinh sau: 
(Ax 

a. sin x = sin + 37 t 

b. cos(2x + 7r) = — sinx 

c. sinx = — eos 2x 


d. tan x + tan ( 2x + —) = 0 

e. eos Sx — sin(3x + n) = 0 

5.1.4. Giái các phuang trinh sau: 
a. 4sinxcosxcos2x = 1 


b. eos x eos 2x eos 4x eos 8x eos 16* eos 32x ■ 

cosx 

c. tan x H-= 1 

1 + sinx 

d. eos 3x — eos 2x — eos x = sin 2x — sin x — 

e. (1 — tan x )(1 + sin 2x) = 14- tan x 


1 

64 sin x 

1 


13 

TOANMATH.com 






Chu'O'ng 5 : Plurang trinh lirorig giác 


f. eos lOx + 2 eos 2 4x + 6 eos 3x eos x — eos x + 8 eos x eos 3 3x 

g. 4 sin 3 x + 3 eos 2 x — 3 sin x — sin 2 x eos x — 0 

h. sin 6 x + eos 6 x — 2(sin 8 x + eos 8 x) 

i. tan 2 x — tan x tan 3x — 2 

5.1.5. Giái các phuong trinh sau: 

r 7T TCi 

a. sin 2x — l,x £ J 

b. eos x + eos 3x = 0 , x £ [(); —j 

5.1.6. Giái các phirang trinh sau: 

X 

a. 2 + 3 cosx = 2tan- (Hoc Vién Ngán Háng 1998) 
cosx — 2 sinx cosx 

b. ---= V3 (DH Ngoai Ngü 1998) 

2 cos^ x + sinx — 1 

c. sinx + sin 2x + sin 3x = cosx + eos 2x + eos 3x (DHNgoai Thuong 1999) 

d. sin 2 3x — eos 2 4x = sin 2 5x — eos 2 6x (Tuyén sinh khói B 2002) 

e. sin 2 j tan 2 x — eos 2 - = 0 (Tuyén sinh khói D 2003) 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TlT LUYEN 
5.1.1. Nghiem cüa phuong trinh lá : 
n kn 

a. x = — + — (k £ 1) 

12 2 y } 

n kn 

h. x = —+ — (fceZ) 


C. 


n 

x = +—I- k2n 
6 

Sn 

x = ± -1- k2n 

6 


(k £ T) 


d. 


x - aresin- + k2n 
3 

2 

x = n — aresin — + k2n 
3 


(k £ T) 


kn 

e. x — — (k £ Z) 


14 


TOANMATH.com 





Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


5.1.2. Nghiém cúa plurang trinh lá : 
n 3kn 

a. x = - + — [k £ 1) 

7n 

b. x — — + kn (k E 1) 

n 

c. x — — — + k2n (k G 17) 


d. 


n 

x — — + k2n — 1 
2 

n 

x =-1- k27r — 1 

2 


(k £ 1) 


n 


e. x — kn + (—l) n+1 .— 

4 


5.1.3. Nghiém cúa phirang trinh lá : 

x = 1571 + klOn 
a. _ 107T klOn (fc e i) 

X ~ ~ ~9~ + 9 


b. 


n k2n 

x — —I- 

6 3 

n 

x =-1- k2n 

2 


(k G T) 


c. 


n 

x — — + k2n 

n k2n( k *V 
X= ~6 + — 


n kn 

d. x = — — + — (k El) 


e. 


n 


x — — + kn 

n kn ( k e 
X 16 + 4 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


5.1.4. 

a. Sü dung cóng thúc nhán dói sin 2a — 2sin a eos a se dua plurang trinh trá thánh : 

n kn 

sin 4x = 1 x = —I-(fe £ Z) 

8 2 ^ J 

b. Tuang tu cáu a, ta cüng sü dung cóng thúc nhán dói sin 2a = 2 sin a eos a sé dua 
phuang trinh tro thánh : 


7 r kn 

sin 64x — 1 x — - 1 - (k £ Z) 

128 32 v 7 


c. Diéu kién : 


cosx 0 
sinx —1 


n 


<^> x ^ — + kn (fe £ Z) (*) 


Phuang trinh tuang duang vái 


n 

— ^ <^> x = /c27t (fe 6 Z) 

x = k2n 

Két hap vái (*), ta nhán nghiem tren lá nghiem cüa phuang trinh. 




sin u — —1 
cosx — 1 


d. Nghiem cüa phuang trinh lá : 


n 

x = - 1 - k2n 

6 

7n 

x — - 1 - k2n 

6 

x — k2n 


n k2n 



(fe e Z) 


e. Diéu kién : 


n 


x ■=£ — + kn (fe 6 Z) 


2 1 

Dát t — tan x => sin 2x =- 7 

1 + t 2 

Thay váo phuang trinh, ta duge 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


t — 0 r tan x = 0 
t — —1 l-tan x = —1 


x = k2n 

n , , (k El) 
x =- \- kn K y 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phuong trinh. 

f. Dé y : 2 eos 2 4x = 1 + eos 8x vá 4 eos 3 3x = 3 eos 3x — eos 9x 
Phu'O'ng trinh có nghiém x = k2n(k E 1) 

g. Phu'O'ng trinh tuong dirong vói 

(4 sin 2 x — 3) (sin x — eos x) = 0 


n 

x = H-h kn 

~ 3 


n 

x = — + kn 
4 


(k E 1) 


h. 


Phuo’ng trinh tuong chrong vói: 

sin 6 x eos 2x — eos 6 x eos 2x = 0 
eos 2x (sin 6 x — eos 6 x) = 0 
n kn 

<^x- — + —{kEl) 


i. 


Diéu kién 


r cosx =£ 0 ^ „ , „ , A 

\ _ „ o eos 3x^0 (*) 

ecos 3x^0 


Phuong trinh tuong chrong vói 


sin x/sin x sin 3x 


= 2 


eos x Veos x eos 3x> 
sin x (sin x eos 3x — sin 3x eos x) — 2 eos 2 x eos 3x 
<^> — 2sin x sin 2x = 2cos 2 x eos 3x 
— sin 2 x = eos x eos 3x (eos x ^ 0) 
eos 2x — 1 = eos 4x + eos 2x 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


n kn 

<^> eos 4x = — 1 <=> x = — H- (k £ Z) 

4 2 

Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phirong trinh. 


5.1.5. 

a. Ta có: 


Lai có: 


1 / r 71 7ri\ 7i 

sin 2x — — 1^— —; — J J <^> x = — + kn (k £ Z) 


x £ 


1411 - (■ 


n n n 

-<-+kn<-^ kE {0} 

k £ TL 


n 


Váy nghiém cüa phircmg trinh lá x — — 

4 


b. Ta có: 


eos x + eos 3x — 0 (x £ [O; —J) <=> 2 eos 2x eos x — 0 


n 

x — — + m7r 
2 

7T 7171 

x = — H- 

4 2 


Lai có: 


x £ 


r n n 

0 < — + mn < — 
2 2 




m £ TL 

u, J <=> 


c n nn n ^ 

L Z, J 


0 <- + — <- 
4 2 2 



- n £ TL 


m £ {0} 
n £ {0} 


r7T 71') 

Váy nghiém cüa phircmg trinh lá x £ j —; — j 


4 2- 


5.1.6. 

a. Ggi y : 


x 1 - t 2 

Dát t — tan - => eos x =-- 

2 1 + t 2 


n 


Nghiém cüa phuong trinh lá x = — + k2n (k £ TL) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


b. 


Diéu kién: 


sin x ^ 1 

, . 1 (*) 
sin* ^ — 

l 2 

Phuong trinh tirorig duong vái 

eos x — sin 2x — V3 (—2 sin 2 x + sin x + 1) 
<=> eos x — sin 2x — V3 eos 2x + V3 sin x 

eos (x + —) = eos ( '2x — —j 
n 

x — — + k2n 
n 

X 18 + 3 

Két hop vái (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phuong trinh. 
c. Phuong trinh tirong duong vái 

2 sin 2x eos x + sin 2x — 2 eos 2x eos x + eos 2x 
<=> (2 eos x + l)(sin 2x — eos 2x) — 0 


2n 

x = ± - 1 - k2n 

3 , (k El) 

n kn K ' 

. " = 8 + T 


d. Phuong trinh tirong duong vái 

lili 
- (1 — eos 6x) — - (1 + eos 8x) = - (1 — eos lOx) — — (1 + eos 12x) 

eos 8x — eos 6x — eos 12x — eos lOx 

eos x (eos llx — eos 7x) = 0 
n 

x — — + kn 
2 

kn 

x = (k G T) 

kn 
X ~ ~9~ 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


e. 


Diéu kién : 


n 


x ^ — + kn (k £ T) (*) 

Plurang trinh tiroug ducmg vái 

(1 — sinx)(l — cosx)(l + cosx) 
(1 — sinx)(l + sinx) 

<^> (cosx + l)(sinx + cosx) = 0 
x = 7i + k2n 

n , , (keZ) 

X = -h rC7T V 7 


— (1 + cosx) = 0 


Két hap vái (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phirang trinh. 


II. CÁC DANG PHlTONG TRINH LlTONG GIÁC DUÁ VÉ PHlTONG TRINH 
LlTONG GIÁC CO BÁN 
1. PHtTONG TRINH BÁC HAI 

- Pluro'ng trinh bác hai theo các hám so lu'O'ng giác lá nhüng phuong trinh có dang 
sau: 


• a sin 2 x + b sinx = c 

• a eos 2 x + b cosx = c 

• a tan 2 x + b tan x — c 

• a cot 2 x + b cotx = c 


- Cách giái phuong tri nh náy thi ta se coi các án sin x, eos x, tan x, cot x lá các 
nghiém cúa phuong trinh at 2 + bt + c — 0 (a 0), dóng thoi luu y den các diéu 
kién cúa t. 

- Chúng ta cüng sír dung nhüng phép bién dói luong giác dé dua phuong trinh ban 
dáu vé các phuong trinh loai náy. 

Luu y các cóng thúc luong giác sau: 

• sin 2 x + eos 2 x = 1 

• sin 4 x + eos 4 x = 1 — 2 sin 2 x eos 2 x 

• sin 6 x + eos 6 x = 1 — 3 sin 2 x eos 2 x 


20 


TOANMATH.com 





Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


Bái 1: Giái các phuang trinh sau 


a. 2 sin 2 x + 3 sin x — 5 = 0 

b. 2 eos 2 2x + 3 eos 2x + 1 = 0 

c. tan 4 x — 2 tan 2 x + 1 = 0 

d. cot 2 x + 2cotx — 3 = 0 


Giái: 

a. Plurong trinh tu'O'ng duang vái 

sin* = 1 


n 


5 . „. <=> x = — 4- k2n (k G Z) 

sinx = — - < — 1 (loai vi sinx > — 1) 2 


b. Ta có: 


2 eos 2 2x + 3 eos 2x + 1 = 0 <=> 


c. Biéu kién: 


eos 2x — —1 
1 

eos 2v = — 
2 


7T 


n 

x — — + kn 

2 1T (k G Z) 

x = + — + kn 
~ 3 


eos x 0 ^ — + kn (k G Z) (*) 


Plurcmg trinh tu'O'ng duang vái 
(tan 2 x — l) 2 = 0 


tan x — 1 
tan v = —1 


n 

x — — + kn 

\ (k € 2 ) 

v =-1- kn 

4 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phuang trinh. 
d. Biéu kién: 

sin x 4=- 0 <^> x ^ kn (k G Z) (*) 
Phuang trinh tuang duang vái 


cotx = 1 
cotx — —3 


n 

x — —V kn 

4 (k GZ) 

x — arctan(—3) + kn 


Két hap vói (*), ta nhán nghiém trén lá nghiém cúa phuang trinh. 
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Chu'O'ng 5 : Plurang trinh luang giác 


Bái 2: Giái các plurang trinh sau 

1 

a. sin x + eos x — sin 2x - 

2 



sin 4 x + cos 4 x 1 


d. sin 4 x + eos 4 * =-sin 2x 

8 


c. ---- —=—tan 2x 

cos z x —sin z x 2 


Giái: 


a. 


Plurang trinh tuxing duang vói 



<^> sin 2 2x + 2sin 2x — 3 = 0 
sin* = 1 

[sin* = —3 < —1 (loai) 
n 

x — — + k2n (k G 


b. Plurang trinh tuemg duang vái 



sin 2 2x 1 


<=> 1 - 


-= —sin 2x 

2 2 


<^> sin 2 2x + sin 2x — 2 — 0 
sin* = 1 

[sin* = —2 < —1 (loai) 
n 

<=» x — — + k2n (k G 2) 


c. 


Diéu kién: 


eos 2 x — sin 2 x ^ 0 
eos 2x ^ 0 


7i kn 


<=» eos — + — (k G Z) (*) 


Plurang trinh tirang duang vói 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


sin 4 x + eos 4 x 
eos 2x 


sin 2x1 

-<=> sin 4 x + eos 4 x — —sin 2x 

2cos2x 2 


Dáy chính lá cáu b cúa bái náy. 


Nghiém cúa phirong trinh lá: 


n 

x = — + k2n (k G 1) 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phu'ong trinh. 
d. Pluro'ng trinh tiro'ng dirong vói 


11 

1 — 2 sin 2 x eos 2 x =-sin 2x 

8 

sin 2 2x 11 

<=>1-=-sin 2x 

2 8 

<^> 4sin 2 2x — 8 sin 2x + 3 = 0 


sin 2x = - 
3 

sin 2x = - > 1 (loai) 
n 

x = — + kn 

¡l < k e ® 

x =-f- kn 

12 


Bái 3; Giái các phuong trinh sau: 

a. eos 2 ^x + — j + 2 sin x + — j = 3 

b. sin 4 2x + eos 4 2x = sin 2x eos 2x 

17 

c. sin 8 x + cos 8 x = —eos 2 2x 

16 

d. sin 6 x + eos 6 x — sin 2x = 0 


, X X 

e. eos - + sin - = 1 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh luong giác 


Giái: 


a. Plurang trinh tirón g dirang vái 


eos 2 (x + — ) + 2 eos (x + —) — 3 = 0 


eos (x + — ) = 1 
eos (x + — ) = — 3 < —1 (loai) 


n 


<^> x — — — + k2n (k £ Z) 


b. Plurang trinh trrang duong vái 


1 — 2 sin 2 2x eos 2 2x = sin 2x eos 2x 
^ 2 — (2 sin 2x eos 2x) 2 — 2 sin 2x eos 2x 
<^> sin 2 4x + sin 4x — 2 - 0 
sin 4x = 1 

Lsin4A: = —2 < —1 (loai) 



c. Ta có: 


sin 8 x + eos 8 x = (sin 4 x + eos 4 x) 2 — 2 sin 4 x eos 4 x 

— (1 — 2 sin 2 x eos 2 x) 2 — 2 sin 4 x eos 4 x 

i 



Khi dó, plurang trinh trrang duong: 



2 sin 4 2x + sin 2 2x — 1 = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


sin 2 2x = — 1 (loai) 

■ 2 9 1 

sin 2x — — 

2 



n kn 

^ x = - + — (k El) 

d. Plurang trinh tirang duxing vái 

1 — 3 sin 2 eos 2 x — sin 2x = 0 
<^> 3 sin 2 2x + 4 sin 2x — 4 — 0 

2 

sin 2x — — 

<=> 3 

sin2x = —2 < —1 (loai) 


x — 


aresm 



2 


(k e 1) 


x — 


n — aresm 



2 


e. 


Plurang trinh tirang dirang vái 



<=» eos 


, x _ x 

4 - — eos 2 - = 0 



eos - = 0 




sin - = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Sn 

x = Y +kl0n (t£Z) 

x = kSn 


Bái 4: Giái các plurang trinh sau: 

eos x (2 sin x + 3V2) — 2 eos 2 x — 1 


a. 


= 1 


1 + sin 2x 

b. eos ( '2x + —) + eos ( '2x — —) + 4 sin x = 2 + V2(l — sin x) 

c. 3 cot 2 x + 2 V 2 sin 2 x = (2 + V 2 ) eos x 

4 sin 2 2x + 6 sin 2 x — 9 — 3 eos 2x 

d. -- 0 

cosx 

e. sin 2x (cotx + tan 2x) = 4 eos 2 x 


Giái: 


a. Diéu kién: 


n 


sin 2x ^ — 1 o x — — + kn (k G Z0(*) 

Phuong trinh tiro'ng duong vói 

2 eos x sin x + 3 V 2 eos x — 2 eos 2 x — 1 = 1 + sin 2x 
<=> 2 eos 2 x — 3 V 2 eos x + 2 = 0 

V2 

<=> cosx = T 

.cosx = V2 > 1 (loai) 
n 

<=> x = + — + /c27t (/c G Z) 

4 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém 


n 


x — — + k2n (k G 1) 
4 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh luong giác 


b. Plurang trinh tuang duang vái 

'2x + Z + 2x-%\ Í2x + ^-2x + f 
2 eos | - 1 -— I eos ( - 1 -— 1 + 4 sin x — 2 + v2(1 — sin x ) 


n 


2 eos 2x eos — + 4 sin x — 2 — V2 + V2 sin x 
4 

V2 eos 2x + (4 + V 2 ) sin x — 2 — V2 = 0 
2 V2 sin 2 x — {4 + V 2 ) sin x + 2 = 0 


sin x — — 

2 

sinx = V2 > 1 (loai) 
n 

x — — + k2n 

ín Cfc e Ti 

X =- 1 - /c27T 

6 


= 0 


c. Diéu kién: 


sin x ^ 0 o x ^ kn (*) 


Plurang trinh tuang duang vái 

eos 2 X 

3 —— -1- 2v2 sin 2 x — [2 + v2J eos x 


sin 2 x 


eos 2 * Í2+V2)cosx 

----- T -+ 2V2 = 0 


sin 4 x sin 2 x 


eos X 

Bát t — —-— . Phuong trinh tro thánh 
sin 2 x 


3 1 2 - (2 + V2)t + 2V2 = 0 


t = V2 
2 

t = - 
3 


Khi t = V2, ta có: 


V2 eos 2 x + eos x — a/2 = 0 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


V2 


eos X = 


.cosx — V2 > 1 (loai) 


n 


<=> x = H - 1- k2n (k G 7L) 

4 


Khi t — - ,ta có: 
3 


cosx 


sim x 


cosx 


1 — eos 2 x 


<=> 2 eos 2 x + 3cos x — 2 = 0 


cosx — - 


.cosx — —2 < —1 (loai) 

<^> x = + — + k2n (k G TL) 

_ 3 

Két hop vói (*), ta nhan các nghiém tren lá nghiém cüa phirong trinh. 
d. Diéu kién: 

eosx ^ 0 <=> eos 2 x ^ 0 <^> eos 2x —1 (*) 
Phuong trinh tiro'ng dirong vói 

4(1 — eos 2 2x) + 3(1 — eos 2x) — 9 — 3 eos 2x 
<=> 2 eos 2 2x + 3 eos 2x + 1 = 0 


= 0 


eos 2x = —1 (loai do (*)) 


eos 2x =- 

2 

n 


<=> x = + — + kn (k G Z) 

Két hop vói (*), ta nhán nghiém trén lá nghiém cüa phuong trinh. 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


e. Diéu kién: 


sinx ^ 0 rcos2x ^ 1 ( n 
eos 2x ^ 0 ^ Icos 2x^0 


Phircmg trinh tircmg dirong vói 


sin 2 2x 

2 eos x H-= 4 eos x 

eos 2x 

1 — eos 2 2x 

= 2 eos 2 x 


eos 2x 

<=> 1 — eos 2 2x = eos 2x (eos 2x + 1) 

2 eos 2 2x + eos 2x — 1 = 0 

eos 2x - —1 
1 

eos 2x — — 

2 

x — n + k2n 
x = ± — + k2n y 7 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phuxmg trinh. 


Bái 5: Giái các phu'ong trinh sau: 

a. sin 4 x + eos 4 x = -cot [x + —) eos — x) (BH GTVT Ha Nói 1999) 


b. 5 sin x — 2 = 3(1 — sin x) tan 2 x (Tuyén sinh khói B 2004) 

c. eos 2 3x eos 2x — eos 2 x = 0 (Tuyén sinh khói A 2005) 


d. eos 4 x + sin 4 x + eos (x — — ) sin ( 3x — —) — - = 0 (Tuyén sinh khói D 2005) 
2(sin 6 x + eos 6 x) — sin x eos x 


V2 — 2 si 


sinr 


= 0 (Tuyén sinh khói A 2006) 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirang giác 


Giái: 


a. 


Diéu kién : 


' ( n \ ( 71 
sin (x + — J ^ 0 J a: ^ — — + 

sing-x )^ 0 


kn 


n (fe e Z) (*) 

x ^ — + kn 
6 


Plurang trinh tirang chrang vái 


1 — 2 sin 2 x eos 2 x — - 

8 

sin 2 2x 7 


2 8 

V2 

sin 2x = — 

2 

V2 

sin 2x =- 

2 

n 

x — — + kn 
8 

3n 

x — -1- kn 

„ (k e z) 

x =-1- kn 

8 

Sn 

x — - h kn 

8 


Két hap vái (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa pluro'ng trinh. 
b. Diéu kién : 


n 


eosx^0oxí-+k(lc£Z) (*) 


Plurang trinh tuang chrang vái 


5 sin x — 2 - 


3(1 — sinx) sin 2 x 


eos 2 x 


<^> 5 sin* — 2 = 


3(1 — sinx) sin 2 x 
(1 — sinx)(l + sinx) 
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Chu'orig 5 : Phu'O'ng trinh lirong giác 


3 sin 2 x 

<^> 5 sin x — 2 =- 

1 + sinx 


<^> 2 sin 2 x + 3sinx — 2 = 0 


sin x = - 
2 


sin* — —2 < —1 (loai) 


n 


x — — + k2n 

5n « e ® 

x =-1- k2n 

6 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phircmg trinh. 
c. Phu'O'ng trinh tu'O'ng dirang vái 

2 eos 2 3x eos 2x — 2 eos 2 x — 0 
<^> (eos 6x + 1) eos 2x — eos 2x — 1 = 0 
<^> eos 6x eos 2x — 1 — 0 
<^> 4 eos 4 2x — 3 eos 2 2x — 1 = 0 
eos 2 2x — 1 


eos 2 2x — — — (vó ly) 


<=» sin 2x — 0 

n 7T 

X = — (/c £ Z) 

d. Phu'O'ng trinh tuong duang vái 

2(1 — 2 sin 2 x eos 2 x) + 2 eos (x — —) sin ( 3x — —) — 3 = 0 

— sin 2 2x + sin ( 4x — —) + sin(2x) — 1 = 0 

— sin 2 2x — eos 4x + sin 2x — 1 = 0 
sin 2 2x + sin 2x — 2 = 0 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


sin 2x — 1 

sin 2x — —2 < —1 (loai) 


n 


<=> x — —I- kn (k G Z) 
4 


e. 


Diéu kién : 


V2 

V2 — 2 sin x 0 <=> sin x + — (*) 

2 


Phu'ong trinh tirang dirang vói 


2 — 6 sin 2 x eos 2 x — sin x eos x = 0 

3 sin 2 2x sin2x 
<=> 2 -= 0 


sin x — 1 
4 

sinx = — - < —1 (loai) 


n 

x — — + k2n (k 6 Z) 

Két hop vói (*), ta nhan nghiém tren lá nghiem cúa phuong trinh. 

BÁI TÁP TI f LUYEN 


5.2.1. Giái các phuong trinh sau: 

a. tan 2 x — (V3 — l) tan x — V3 = 0 

b. eos 2 * + 4sinx — 4 = 0 

c. 1 + cos4x = eos 2x 

d. 2 eos 2x + eos* = 1 

e. 2 sin 2 2x — 2 (2 + V2) sin x eos x + V2 = 0 

f. eos 2x + (10 — V3) sin x + 5V3 — 1 = 0 

g. eos 2 (— + 2 x} — eos 2 2x — 3 eos (— — 2xj + 2 = 0 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


5.2.2. Giái các phuang trinh sau: 

a. 5(1 + eos x) — 2 + sin 4 x — eos 4 x 

2 / 7T\ 1 

b. sin a: + eos x = — sin [x + — + - 

5 V 4 / 5 


sin 4 x + eos 4 x 1 


c. 


= -cot 2x - 

2 8 sin 2x 


5 sin 2x 

d. sin 4 x + eos 4 x — -eos (x -) sin ÍSx -) -\ - 

12 V 4 / V 4/24 


5.2.3. Giái các phuang trinh sau: 


a. 48- 


cos 4 x sin 2 x 


(1 + cot2x cotx) = 0 


sin 4 2x + eos 4 2x , 

b. - -Tjj. -r- Jjf -T- = eos 4 4x 

tan -xjtan (4 + *) 

c. tan 3 (x -) = tan x — 1 


d. cot* = tan* + 


2 eos 4x 
sin 2x 


e. sin 4 x + eos 4 x = 2 sin* eos x — - eos 2 2x 

2 


f. sin 4 x + eos 4 x — - eos 2x — - 

2 8 


g- 


2 (sin 4 x + eos 4 x) — 4 sin x eos x + 1 


V2 — 2 si 


= 0 


sinx 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TÜ LUYEN 
5.2.1. Nghiem cüa phirang trinh lá : 


a. 


n 

x = - \- kn 

n (fc e Z) 

x — — + kn 
3 


b. x — kn (k E Z) 


n kn 
x — —I- 

* 2 (*6Z) 


c. 


d. 


e. 


n 

x = + — + kn 
6 

x — n + k2n 

/3\ (tez) 
x — ± árceos - + k¿n 
V4 / 

7T 

x = — + kn 
4 
n 

x = - + kn (keZ) 

O 

3n 

x = - V kn 

8 


n 


g- 


x =-1- k2n 

4n <- k e ^ 

x — -1- k2n 

3 

n 

x = — + kn 

4 
n 

x = ~ + k2n (k 6 Z) 
Sn 

x — -1- k2n 

6 


5.2.2, 

a. Plurorig trinh tu'O'ng duang vái 

5(1 + eos x) — 2 + (sin 2 — eos 2 x)(sin 2 x + eos 2 x ) 
<^>5 + 5 eos x — 2 + 1 — eos 2 x — eos 2 x 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


2 eos 2 x + 5 eos x + 3 = 0 


b. 


eos X - — 1 
3 

eos* = — - < —1 (loai) 


x = n + k2n (k £ 7L) 
Phirong trinh tirong dirán g vói 


1 — 2 sin 2 x eos 2 x = -[l — eos ( 2x + — + - 


sin 2 2x 1 1 1 

<^>1-=-sin 2x H— 

2 3 3 3 

<=> 3 sin 2 2x — 2 sin 2x — 2 — 0 


1 - V7 

sin x =- 

2 

1 + V7 

sinx =-> 1 (loai) 


1 — V7\ 

x — arcsin | —-— + k2n 


2 

'í - V7 N 


(k £ 1) 


x = n — arcsin 


+ k2n 


c. Biéu kién : 


ZcTT 

sin 2x 0 <^> x — (k £ Z) (*) 


Phirang trinh tiran g dirán g vói 

1 — 2 sin 2 x eos 2 x cos2x 1 
5 sin 2x 2 sin 2x 8 sin 2x 

<^>8 — 16 sin 2 x eos 2 x = 20 eos 2x — 5 

<=> 4 sin 2 2x + 20 eos 2x — 13 = 0 —4 eos 2 2x + 20 eos 2x — 9 = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


eos 2x — — 

2 

9 

eos 2x — — > 1 (loai) 


n 

<=> x - + — + kn (k G Z) 

6 

Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phirong trinh. 
d. Phu'O’ng trinh tirorig du'O'ng vói 


1 — 2 sin 2 x eos 2 x — -[sin Í4x — —) + sin 2x] H- 

24 L V 2 ) J 24 


sin 2 2x 5 21 

1-=-(— eos 4x + sin 2x) 1- 

2 24 24 

<^>24 — 12 sin 2 2x = —5(—1 + 2 sin 2 2x + sin 2x) + 21 
<=> 2 sin 2 2x — 5 sin 2x + 2 = 0 


sin 2x = - 
2 

.sin 2x = 2 > 1 (loai) 
n 

x — -1- kn 

ln » e ® 

x =-1- kn 

12 


5.2.3. 

a. Diéu kién : 


eos 4 x ^ 0 
sin 2 xí 0 
sin 2x^0 
sinx ^ 0 


sin 2x^0 


(*) 


Plurorig trinh tu'O'ng duong vói 


1 

48-— 

eos 4 X 


2 

sin 2 x 



eos 2x cosx 
sin 2x sinx 


= 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


48 


cos 4 x sin 4 x 


= 0 


48 sin 4 x eos 4 x — (sin 4 x + eos 4 x) — 0 


<^> 3 sin 4 2x + - sin 2 2x — 1 = 0 
2 


sin 2 2x = - 


sin 2 2x = — - (vó ly) 


7T k.TT 

eos 4x = 0 <=> x = —I- (k E Z) 

8 4 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phirong trinh. 
b. Diéu kién : 


sin (r^° 

sin + x) 0 í sin ( 2x) 0 


<4 

<n 


2 

n 


eos (-x) 0 I sin (—I- 2x) 0 


eos 2x ^ 0 sin 2x =£ +1 (*) 


eos + x) 0 


Ta có: 


tan (j - *) tan (?+ x ) = i 


1 — tan x 1 + tan x 


+ tan x 1 — tan x 

Khi dó, phirong trinh tirong dirong vói 

sin 4 2x + eos 4 2x = eos 4 4x 
sin 2 4x 

i_— 4 


= 1 


— eos 4x 


2 eos 4 4x — eos 2 4x — 1 = 0 

eos 2 4x = 1 
1 

eos 2 4x =-(vó ly) 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


sin 4x — 0 


sin 2x — 0 
eos 2x — 0 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém 


c. Diéu kién : 


kn 

x — — (k £ 7L) 
4 


; cos ( x -?) # 0 w 

- cosx ^ 0 


n 


n 


Dát t — x -<=> x — t + — 

4 4 


Vói (*) thi ta có: eos t ^ 0 va eos (t + —) ^ 0 
Khi dó, phircmg trinh tircmg dirong vói 


tan 3 1 — tan 


KH 


_ 1 + tan t 

<^> tan 3 t = -1 

1 — tan t 

(tan 2 1 + tan t)(tan 2 1 — 2 tan t + 2) 

r tan t — 0 
l-tan t — — 1 


= 0 


t — kn 

í.-í+b» 6 ® 


7T 


X_ 4 + to (/cGZ) 
x — kn 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém trén lá nghiém cüa phirong trinh. 


38 


TOANMATH.com 





Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


d. Diéu kién : 

cosa: =£ 0 

sin a: =£ 0 sin 2a: =£ 0 (*) 
sin 2x ^ 0 

Plurang trinh tirang dirang vái 

cosa: 
sin a: 

<^> eos 2 x 
<=> 2 eos 2 2x — eos 2x — 1 = 0 


sin a: 2 eos 4 a: 

cosa: 2 sin a: eos a: 

= sin 2 x + eos 4 a: 


eos 2a: = 1 

1 

eos 2x = — 
2 


n 

x — + — + kn 

2n ( k e ^ 

x = +-1- kn 

~ 3 


Két hap vói (*), ta nhán nghiém 


2n 

x — + — + kn (k E Z) 


e. Phirong trinh tiro'ng dirán g vói 

1 — 2 sin 2 x eos 2 x = sin 2 a: — - (1 — sin 2 2 a:) 
sin 2 2 a: 1 

<^>1-= sin 2x -(1 — sin 2 2 a:) 

2 2 

<^> sin 2 2 a: + 2 sin 2x — 3 = 0 

sin 2 a: = 1 

^ sin 2 a: = — 3 < — 1 (loai) 
n 

<=> x — —I- kn (k G Z) 

4 

f. Plurang trinh tuong dirong vói 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


g. Diéu kién : 


7 7 5 5 

1 — 2 sin x eos x = -eos 2x - 

2 8 

—4 sin 2 2x — 20 eos 2x + 21 = 0 

2 eos 2 2x — 10 eos 2x + 13 = 0 (vó nghiém vi A' = — 1 < 0) 


r V2 

V2 — 2 sin x =£ 0 <^> sin x ^ — (*) 

2 


Phirong trinh tirong duorig vói 

2(1 — 2 sin 2 x eos 2 x) — 4 sin x eos a: + 1 = 0 
<^> — sin 2 2x — 2 sin 2x + 3 = 0 
sin 2x = 1 

^ sin2x = — 3 < — 1 (loai) 
n 

x — — + kn (k E Z) 

4 

Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phircmg trinh. 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


2. PHÜONG TRINH BÁC NHÁT THEO sin a: VÁ eos x 

- Plurang trinh bác nhát theo sin x vá eos x lá nhüng phuong trinh có dang tóng 
quát: 


a sin x + b eos x — c (a 2 + b 2 ^ 0) (*) 


Nhung truang hop dác biét: 

• a — 0,b ^ 0;(*) có dang : 


eos x — - 
b 


a ^ 0, b — 0; (*) có dang : 


sin x = — 
a 


a 0, b =£ 0, c — 0; do eos x — 0 khóng lá nghiém nén (*) có dang 


a 

tan x — — — 
b 


Phuong pháp giái : (truong hop a ^ 0, b ^ 0, c ^ 0) 

Chia 2 vé phuong trinh cho Va 2 + b 2 ta sé duoc phuong trinh: 


abe 
: sin X + , eos X = 


Va 2 + b 2 Va 2 + b 2 Va 2 + b 2 


Ta tháy : 


Ou 2 + b 2 ^ Oa 2 + b 2 ) 


= 1 


Nén có góc u thóa man : 


a 


eos u — 


sin u — 


^¡a 2 + b 2 
b 

Va 2 + b 2 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


Khi dó phirang trinh trá thánh : 

c 

eos u sin x + sin u eos x — , sin(x + u) 

y¡a 2 + b 2 

Phuong trinh (*) có nghiém khi vá chi khi c 2 < a 2 + b 2 
Khi dó, ta dát 


c 

y/a 2 + b 2 


sin a — 


Va 2 + b 2 


Phuong trinh tro thánh : 

sin(x + u) = sin a <=» í x ~ a u + ^2^ ^ e z) 

íx = n — a — u + k2n 


Cách klrác : 


• Chia 2 vé phuong trinh cho a, phuong trinh tro thánh : 


be c b 

eos x + — sin x — — <=> cos(x — a) — — eos a , tan a — — 

a a a a 


• Chia 2 vé phuong trinh cho b, phuong trinh tro thánh : 

a c c a 

— eos x + sin x = — <=> sin (A + a) — — eos a , tan a — — 

b b b b 


• Vói x ^ n + k2n ( k £ Z) thi ta dát 


t — tan - 
2 


Khi dó, 


2 1 1 -t 2 

0) <=> a . . - +b- --= c 


1 + t ¿ 


1 + V 


(b + c)t 2 — 2at + c — b — 0 (h + c^O) 


Giái t rói suy ra x. 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


Mót só cóng thúc can luu y : 


sin a ± eos a — \Í2 sin (a ± —) 
eos a ± sin a — \Í2 eos (a + —j 
V3 sin a + eos a = 2 sin (a ± — j 
sin a + V3 eos a — 2 sin (a + —j 


— 2 eos 


K) 

2 eos (a + —) 


Bái 1: Giái các phirong trinh sau: 

a. eos 7x — V3 sin 7x — —-\¡2 

b. sin 3x = V2 + eos 3x 

c. 3 sin* + eos* = 1 

d. sin x + 5 eos* = 1 

1 +V3 1-V3 1 

e. -=— sin x H-=— eos x = — 

2V2 2V2 V2 


Giái: 


a. Ta có: 


eos 7x — V3 sin 7x — —V2 

V2 


■ (n n \ Vz 

¡m 7r-= — 

V fi/ 2 


sin. .. 

6^ 2 
571 k2n 

x =-1- 

84 7 

117T /c27T 

X =-1- 

84 7 


(fc e z) 


b. Ta có: 


sin 3x = V2 + eos 3x 
sin (3x — —) = 1 

7T /c27T 

x = —I- (k E Z) 


c. Ta tháy x — n + k2n (k E Z) khóng lá nghiém cüa phirong trinh. 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


Khi eos - 0 

2 


x n + k2n (k G Z) (*). Ta dát t — tan - 
Plurong trinh tro thánh: 

2 


6 1 


■ + 


V 


1 + t 2 1 + 


= 1 


2t 2 — 6t = 0 <=> 


x — kn 


c: 


t = o 
3 


tan - = 0 
2 
x 

tan - = 3 
2 


d. 


~ Yx = 2 arctan 3 + k2n ^ thoa ^ 

Ta tháy x — n + k2n (k G Z) khóng lá nghiem cüa phirang trinh. 


x 


x ^ 7i + /c27t (/c G Z). Ta dát t = tan- 
Phircmg trinh tro thánh: 


Khi eos - 0 


2 1 


+ ^ = i 


1 + t 2 1 + t 2 

<=> 3t 2 — t — 2 — 0 
t = 1 

2 

- ~~ 3 

a: 

tan- = 1 
2 

x 2 

tan- = — - 
2 3 

7T 

x — — + k2n 
2 

x = 2arctan í—-) + /c27r 


(fc G Z) 


e. Ta có: 

(l + V3) sin x + {l — a/ 3) eos x = 2 (*) 

Vi - (1 - V3) gfc 2 nén eos - = 0 khóng lá nghiem cüa phirong trinh 

X X 

Khi eos - ^=0<=>x^7T + k2n (k G Z). Ta dát t = tan - 
2 2 

Phu'ong trinh (*) tro thánh: 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


(l+V3)2 1 (l - V3)(l - t 2 ) _ n 

(1 + t 2 ) + (1 + t 2 ) _ 2 

^ (3 + V3)t 2 - 2(1 + V3)t + 1 + V3 = 0 



= V3 
3 

1 + V3 
~ 1 - V3 


x V3 

tan - = — 

2 3 

x 1 + V3 

tan - =-— 

2 1-V3 


n 

x — — + k2n 
3 

Sn 

x = -1- k2n 

6 


(k e z) 


Bái 2: Giái các phu'O’ng trinh sau: 

V3 1 

a. 8 sin x =-1- 

cosx sinx 

b. (sin 2x + V3 eos 2x) — 5 = eos ^2x — — ) 

c. 2V2(sin x + eos x) eos x = 3 + eos 2x 


Giái: 

a. Biéu kién: 


kir 

sin 2x ^ 0 o x í y (fc E 2) (*) 

Vái diéu kién (*), plurorig trinh tu'O'ng dirong veri: 

8 sin 2 x eos x = V3 sin x + eos x 
<^> 4(1 — eos 2x) eos x = V3 sin x + eos x 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


Két hop vói (*), ta 
b. Ta có: 


<^> —4 eos 2x eos x — V3 sin x — 3 eos x 
<^> —2 eos 3x — 2 eos x — V3 sin x — 3 eos x 

<=> eos 3x -- eos (x -\—) 


n 


x — — + kn 
n 

X 12 + 2 


nhán nghiém tren lá nghiém cúa phirong trinh. 


c. Ta có: 


(sin 2x + V3 eos 2x) — 5 = eos (2x 
4 eos 2 ( '2x — —) — eos ( '2x — —) — 5 

y-y— 


eos 


/ 7T\ 5 

eos (2x-J = - > 1 (loai) 


n 


x — -1- kn (k 6 Z) 

6 



= 0 


2V2(sin x + eos x) eos x — 3 + eos 2x 
<=> V2 sin 2x + V2(l + eos 2x) = 3 + 3 eos 2x 
<=> \Í2 sin 2x + (V2 — l) eos 2x — 3 — y¡2 

vi (V 2) 2 + (V 2 — i) 2 < (3 — V 2) 2 nén phirong trinh vó nghiém. 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh luong giác 


Bái 3: Giái các phuang trinh sau: 

a. sin x (1 — 2 eos x) = (eos x — 1) (2 eos x + 1) 

b. 4 sin 3 x + 4 eos x sin 2 x + 2 sin x = 0 

c. 3 — 4 sin 2 x = 4cotxcos 2 x — 3 cotx 

Giái: 


a. 


Phuang trinh tuang duang vái 

sin x — sin 2x — 2 eos 2 x — eos x — 1 
<^> sin x + eos x — sin 2x + eos 2x 

« sin (* + £) = sin {lx + j) 


x — k2n 

_ n k2n (fc £ z) 
* “ 6 + 3 


b. Phuang trinh tuang chrang vái 

2 sin x — 4 sin 3 x + 4 eos 3 x — 2 eos x — 0 
<^> 3 sin x — 4 sin 3 x + 4 eos 3 x — 3 eos x = sin x — eos x 
sin 3x + eos 3x = sin x — eos x 

<=> sin (3x + —) = sin (x — —) 


c. Diéu kién : 


n 

x = - \- kn 

4 

kn 



(k G Z) 


sin x ^ 0 <^> x kn (k G Z) (*) 
Phuang trinh tuang duang vái 

sin 3x — eos 3x = 1 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


/ 7T\ V2 

sin 3x -= — 

V 4 / 2 


n k2n 

x = —I- 

3 3 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phu'ong trinh. 


Bái 4: Giái các plurong trinh sau: 

a. sin 3 x — V3 eos 3 x — sin x eos 2 x — V3 sin 2 x eos x (Tuyén sinh khói B 2008) 

(1 — 2 sinx) eos* r- , , N 

b. --—-— — v3 ÍTuyén sinh khói A 2009) 

(1 + 2sinx)(l - sinx) v 3 } 

c. sin* + eos* sin 2x + V3 eos 3x — 2(cos4x + sin 3 x) (Tuyen sinh khói B 2009) 
Giái: 


a. 


48 


Phircmg trinh tu'O'ng dirong vói 

sin x (sin 2 x — eos 2 x) — V3 eos x (sin 2 x 
(sin x — eos x)(sin x + eos x)(sin x -V3 


sin* — cosx = 0 
sin* + cosx = 0 
sin* — V3 eos x — 0 


— eos 2 x) 
eos*) = 0 



= 0 
= 0 
= 0 


n 

x = — + kn 
4 


n 


x =-1- kn (k G Z) 

4 


n 

x = — + kn 
6 


TOANMATH.com 












Chu'orig 5 : Plurang trinh lirang giác 


b. Diéu kién : 


sinx 1 

Plurang trinh tirang dirán g vái 

eos x — 2 eos x sin x — V3 — V3 sin x + 2 V3 sin x — 2 V3 sin 2 x 
<^> eos x — sin 2x = V3 eos 2x + VÍ3 sin x 
<^> eos x — V3 sin x = V3 eos 2x + sin 2x 

<^> eos (x 4—) = eos ^2x-j 


7T 


x = — + k2n 
n 

* 18 + 3 

Thay nghiém váo (*) ta sé có nghiém cüa plurang trinh lá: 

n k2n 

X — -1-(/c G Z) 

18 3 

c. Plurang trinh tirong dirang vói 

2 sin x + 2 eos x sin 2x + 2\Í3 eos 3x = 4 eos 4x + 4 sin 3 x 
2 sin x + sin 3x + sin x + 2^3 eos 3x = 4 eos 4x + 3 sin x — sin 3x 
2 sin 3x — 4 eos 4x + 2y¡3 eos 3x = 0 

7T> 


eos 




eos 4x 


n 


x — -1- k2n 

n H,» 6 ® 
.* 42 + 7 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


BÁI táp tü luyen 

5.2.4. Giái các phuang trinh sau: 

a. sin 5x + eos Sx = V2 

b. V3 eos 3x + sin 3x — V2 

c. 2 sin x — 5 eos* = 5 

d. eos (x + —) + V3 cos(— x) — V3 


5.2.5. Giái các phuang trinh sau: 

a. 4 sin x eos 3x + 2 sin 2x — V3 sin x + eos x 

1 V3cot;e 

b. 2v3 cotx-= 1 H-cot 2 x 

sinx sin* 

c. eos 2x — 3 sin x + eos x — 2 = 0 

5.2.6. Giái các phuang trinh sau: 

(2 — V3) eos x — 2 sin 2 

a. -— 1 

2 eos x — 1 

b. 8 sin 2 2x eos 2x = V3 sin 2x + eos 2x (Tuyén sinh khoi B 2007) 

c. (sin- +eos-) + V3cosx = 2 (Tuyén sinh khói D 2007) 

GDI Y GIÁI BÁI TÁP TlT LUYEN 


5.2.4. Nghiém cúa phuang trinh : 
n k2n 

a. x — -1—— (k E 1) 

20 5 v 7 


b. 


n k2n 

x — -1- 

36 3 


ln 


x =-1- 

36 3 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


c. x = 2 arctan - + k2n (k E TL) 


d. 


x = k2n 

5tt (feeZ) 

x =-1- /c27T v 

3 


5.2.5. 

a. Phu'ang trinh tu'O'ng diráng vái 

2 sin x eos 3x + 2 sin x eos x = sin (x + — ) 

2 sin x (eos 3x + eos x) = sin (x + —j 

4 sin x eos x (2 eos 2 x — 1) = sin (x + —j 

sin 4x — sin {x 4—j 


n k2n 

x 

x 6 + 5 


b. Diéu kién : 

sin x =£ 0 <=> x =£ áti (/c E Z) (*) 
Plurang trinh tirang dirang vái 

V3 sin 2x — sin x = 2 sin 2 x + V3 eos x — 1 
V3 sin 2x + eos 2x = sin x + V3 eos x 


sin ^2x 4- —) = sin [x 4- —j 


n 


x = — + k2n 
n 

X 6 + 3 


Két hap vái (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa pluro'ng trinh. 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh luong giác 


c. Plurang trinh tiroug duang vái 

sin 2 x — eos 2 x + 3 sin x — eos x + 2 = 0 
<=» (sin* — eos* + l)(sinx + eos* + 2) = 0 

V2 


/ 7T\ M¿ 

in [x -=- 

V 4/ 2 


sin 
n 


sin (x + —) = —yÍ2 < — 1 (loai) 


x = k2n 

(fcez) 

x =-1- /c27T v 

2 


5.2.6. 

a. 


Diéu kién : 


1 7T 

eos — + k2n (k G Z) (*) 

2 “3 


Pluro'ng trinh tirong duang vói 

sinx — V3 cosx = 0 


sin (x — — ) = 0 


n 


x — — + k2n 

2 í <- k e « 

x = -1- k2n 

3 


Két hop vói (*),ta nhán nghiém 

271 

x — —+ k2n (k G 1) 

b. Phirong trinh tiro'ng duang vói 

4 sin 2x sin 4x = V3 sin 2x + eos 2x 

<^> 2 eos 2x — 2 eos 6x = V3 sin 2x + eos 2x 

<^> —2 eos 6x = V3 sin 2x — eos 2x 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


(2n \ 

eos (jz + 6x) = eos — 2x1 


n k2n 

x = -1- 

24 7 


Sn 


x = -1- 

12 2 


c. Phu'ang trinh tirorig dircmg vói 


x x ¡~ 

1 + 2 sin - eos - + V3 eos x 

2 2 

<=> sin x + V3 eos x = 1 

( n \ 1 

<=> sin [x + -J = - 

n 

x =-1- /c27t 

/ (fc e Z) 

X = — + /c27T 
2 


= 2 


3. PHÜ0NG TRINH DÓIXÍTNG THEO sin x VA eos x 


Pluro’ng trinh dói xúng theo sin x vá eos x lá phu'ang trinh có dang sau : 

a(sin x + eos x) + b sin x eos x — c 

Phirong pháp giái : 

Bát t — sin x + eos x = V2 sin (x + —) (*), t G [—V2; V2] 

Khi dó, 


t 2 -l 

sin x eos x =- 

2 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


Thay váo phuang trinh, ta dirgc : 


b(t 2 - 1) 

at H-= c 


<^> bt 2 + 2at — b — 2c — 0 (**) 
Ta giái (**) tính ra t so diéu kién vá thay t váo (*) dé tính x. 
Ngoái ra, chúng ta con mot dang có ho háng vói dang ó tren : 

a(sin x — eos x) + b sin x eos x — c 

huro'ne nháp giái : 


Dát t — sin x — eos x = V2 sin ^x-j (*), t G [—V2; V2] 


Khi dó, 


1 - t ¿ 


sin x eos x = 


Thay váo phuang trinh rói lám tuong tir nhu dang tren. 


Bái 1: Giái các phuang trinh sau: 

a. V2(sin x + eos x) — sin x eos x = 1 

b. (l + V2)(sin x + eos x) — sin 2x — 1 — V2 = 0 

c. 5sin2x — 12(sinx — cosx) + 12 = 0 

d. eos x sin x = 6 (sin x — eos x — 1 ) 

Giái: 

a. 

Dát t = sin x + eos x = V2 sin (x + —), t G [—a/2; a/2] (*) 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Khi dó, plurang trinh trá thánh 


t - 


t 2 - 1 


= lot = l (thóa (*)) 


/ 7T\ a/2 

sin x H— = — 

V AJ 2 


x — /c27T 

x = Z + ¡a«<* e *> 


b. 


Bát t = sin x + eos x = a/ 2 sin (x + — j, t G [—a/2; V 2 ] (*) 

Khi dó, phu'ong trinh tro thánh 

(l + a/2 )t - (t 2 - 1) - 1 - a/ 2 = 0 
t 2 - (l + V2)t + a/2 = 0 

~ [t = = V2 (thÓa (í) i 



X - /c27T 
n 

x — — + k2n 
2 

n 

x = - \- kn 

4 


(k e Z) 


c. 

Bát t = sin x — eos x — a /2 sin [x — — ) , t G [— a / 2 ; a / 2 ] (*) 
Khi dó, phirong trinh tro thánh 

5(1 - t 2 ) - 12t + 12 = 0 
<=> 5 1 2 + 12t - 17 = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


t = 1 
17 r- 

t — —— < —v2 (loai) 


/ n\ V2 

sin x H— = — 
V 4/ 2 


4> 

x — k2n 

= - + /c2tt ^ G ^ 
2 


d. 


Bát t — sin x — eos x = V2 sin (x-), t £ [—V2; V2] (*) 


Khi dó, phu'ong trinh tro thánh 


1 — t 2 

— =6(t-l) 

<=> t 2 + 12t - 13 = 0 

r t = i 

^ [t = —13 < —y¡2 (loai) 


<=> sin 



V2 

2 


X = /c27T 

x = - + k2n ^ G ^ 


Bái 2: Giái các phirong trinh sau: 

a. sin x + eos * + sin x eos x — 1 = 0 

b. eos 2x + 5 = (4 — 2 eos x)(sin x — eos x) 

c. V2(sinx + cosx) = tanx + cotx 

d. eos 3 x + sin 3 x — sin 2x + sin x + eos x 

e. 2 sin 3 x — eos 2x + eos x — 0 
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Chu'orig 5 : Phirong trinh lirong giác 


Giái: 


a. 


Dát t — sin x + eos x = V2 sin (x + — ), t G [—■ \Í2; V 2 ] (*) 
Khi dó, phu'O'ng trinh tro thánh 


t ¿ - 1 

t +-1 = 0 


<=» t 2 + 2t — 3 = 0 


t = 1 

t — —3 < —V2 (loai) 


/ 7T\ V 2 

sin x H— = — 
V 4 / 2 

x = /c27r 


* = í + *2,r<* 6 ® 

2 

b. Phu'O'ng trinh tirang dirang vái 

eos 2 x — sin 2 x + 5 = 4 sin x — 4 eos x — 2 eos x sin x + 2 eos 2 x 
<=> 2 (sin x — eos x) — eos x sin x — 2 = 0 (1) 

Dát t = sin x — eos x = V2 sin |x--j,t£ [—V2; V 2 ] 

Khi dó, phu'O'ng trinh (1) tro thánh: 

1 — t 2 

21 -2 = 0 

2 

<^> t 2 + 4t - 5 = 0 


t = 1 

t — —5 < —a/ 2 (loai) 


/ 7T\ V 2 

sin x-= — 

V 4 / 2 
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Chu'orig 5 : Pluro'ng trinh lirong giác 


n 


*=2 + k2n (kzZ) 
x = n + k2n 


c. Diéu kién : 


[sinx + 0 
Icos* + 0 


sin 2x + 0 (*) 


Ta bien dói pluro'ng trinh thánh 


V2(sinx + cosx) = — 


sinxcosx 

Dát t — sin x + eos x = V2 sin (x + — ), t £ [—V2; V2] 
Phirong trinh (1) tro thánh: 

V2t = 


( 1 ) 


t 2 -l 
^ t 3 - t - V2 = 0 

t = V2 

t 2 + V2t + 1 = 0 (vó nghiém) 


sin ( x +t) = 1 


7T 


<=> x = —I- k2n (k £ Z) 

4 

Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phirong trinh. 
d. Phirorig trinh tu'O'ng dirong vói 

(sin x + eos x)(l — sin x eos x) — 2 sin x eos x — (sin x + eos x) = 0 (1) 

Dát t = sin x + eos x — V2 sin (x + —), t £ [—V2; V2] 

Khi dó, pluro'ng trinh (1) tro thánh: 


t 1 


(t 2 - 1) - t = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


<=> t 3 + 21 2 — t — 2 = 0 


t = 1 
t = -1 


.t — —2 < —yÍ2 (loai) 



x — k2n 
n 

x = — + k2n 
2 



Sn 

x = -1- k2n 

4 


e. 


Plurang trinh tirang dirang vái 


2 sin 3 x + 2 sin 2 x + eos x — 1 = 0 
2(1 — eos 2 x)(sin x + 1) + eos x — 1 = 0 
<=> (1 — eosx)[2(l + eos x)(l + sin x) — 1] = 0 
eos x — 1 (1) 

€=> 

,2(sin x + eos x) + 2 sin x eos x + 1 — 0 (2) 


Vái phirang trinh (1) ta có nghiém x = k2n (k G Z) 
Vói phuang trinh (2), ta dát 



Khi dó, plurang trinh tro thánh 


t 2 + 2t — 0 <=> 


t = 0 

t — —2 (loai) 


Vói t — 0 thi 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


BÁI TÁP TIr LUYEN 

5.2.7. Giái các phuong trinh sau: 

, , 3 

a. — 1 + sin x + eos x — - sin 2x 

2 

b. 1 + tan x = 2 V2 sin x 

c. eos x sin x + |cos x + sin x\ — 1 

5.2.8. Giái các phirong trinh sau: 

a. eos 3 x + sin 3 x = sin 2x + sin x + eos x 

b. eos 3 x — sin 3 x — — 1 

c. 1 + eos 3 x — sin 3 x — sin 2x 

d. sin 2x + V2 sin (x — —) = 1 

e. 2 eos 2x + sin 2 x eos x + sin x eos 2 x — 2(sin x + eos x) 

GOI Y GIÁI BÁI TÁP TU LUYEN 
5.2.7. Nghiém cúa phuoug trinh lá : 


x — k2n 
n 

x — — + k2n 

2 U V3 7T íJs cz 

x — aresin-—-1- k2n 

V2 4 


a. 


371 —2 + V3 

x =-aresin- ■= -1- k2n 

4 V2 

n 

x — — + k2n 
4 

Tí 

x = - — + k2n (k E TL ) 

7n 

x — -1- k2n 

12 


kn 

c. x — — (k E 2) 


b. 
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Chu'orig 5 : Phirong trinh lirong giác 


5.2.8. Nghiém cúa phu'ang trinh lá : 


a. 

b. 


c. 


x = n + kn (k E7L) 

x = l + k2n {keZ) 
-x = n + k2n 

n 

x = — + kn (k 6 Z) 

4 


d. 


e. 


n 

x — — + kn 
4 
n 

x = — + k2n 
2 


(k G 7L) 


'-x = n + k2n 
n 

x — -f kn (k G Z) 

4 


4. PHÜONG TRINH BÁC HAI THUAN NHÁT DÓI VÓI sin ^ VA eos a: 

Pluro'ng trinh bac hai thuán nhát dói vói sin x vá eos x lá phuo'ng trinh có dang : 

a sin 2 x + b sin x eos x + c eos 2 x — d 

Phirong pháp giái : 

Cách 1: Ta ser dung cóng thúc 

r 1 — eos 2x 

sin 2 x =- 

2 

1 + eos 2x 

\ eos 2 x =- 

2 

sin 2x 

sin x eos x -- 

^ 2 

Sau dó dirá phirong trinh vé dang: 

c — a b a + c 

-eos 2x + - sin 2 x = d - 

2 2 2 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


Cách 2: Thay d — ú(sin 2 x + eos 2 x)\ ta bien dói dua phuang trinh ve dang : 

A sin 2 x + B sin x eos x + C eos 2 x — 0 

- Néu A = 0 (hoac C = 0) : ta dát eos x (hoac sin x) lám nhán tú chung, ta se có 
phuang trinh tích. 

- Néu A^ 0, xét thay eos x = 0 khóng lá nghiem cüa phuang trinh, ta tién hánh 
chia 2 vé cho eos 2 x thi dua phuang trinh vé dang 

A tan 2 x + B tan x + C = 0 (*) 

Giái phuang trinh (*) rói so vái diéu kién. 

Ngoái ra chúng ta cüng có mót dang phuang trinh tuang tu : 

a sin 3 x + b eos 3 x + c sin 2 x eos x + d sin x eos 2 x + e sin x + / eos x — 0 
Phuang pháp giái : Chúng ta sú dung cách 2 da néu a trén (chia 2 vé cho eos 3 x). 


Bái 1: Giái các phuang trinh sau: 

a. eos 2 2x — V3 sin 4x = 1 + sin 2 2x 

b. sin* — 4sin 3 x + eos* = 0 

c. eos 2 x — V3 sin 2x = 1 + sin 2 x 

d. eos 3 x — 4 sin 3 x — 3 eos x sin 2 x + sin x — 0 

Giái: 

a. Vi eos x — 0 khóng lá nghiem cüa phuang trinh nén chia 2 vé cho eos 2 x. Khi dó, 
phuang trinh tro thánh: 


2 tan 2 x + 2y¡3 tan x — 0 
x = kn 


tan x — 0 
tan x — —■\Í3 


= -* + kn (kez) 

3 


(thóa diéu kién eos x ^ 0) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


b. Vi eos x = 0 khóng lá nghiém cüa phuong trinh nén chia 2 vé cho eos 3 x. Khi dó, 
phirong trinh tro thánh: 

tan x (1 + tan 2 x) — 4 tan 3 x + 1 + tan 2 x — 0 

3 tan 3 x — tan 2 x — tan x — 1 = 0 

(tan x — 1) (3 tan 2 x + 2 tan x + 1) = 0 

<=> tan x = 1 
n 

<=> x — — + kn (k £ TL) 

4 

(thóa diéu kién eos x =£ 0) 

c. Phuong trinh tuong duong vói: 

sin 2 x + 1 + 2 V 3 sin x eos x — eos 2 x = 0 

Vi eos x — 0 khóng lá nghiém cüa phuong trinh nén chia 2 vé cho eos 2 x. Khi dó, 
phuong trinh tro thánh: 

tan 2 x + 1 + tan 2 x + 2y¡3 tan x — 1 = 0 

<^> tan 2 x + V3 tan x — 0 

tan x — 0 
Ltanx = —V3 


x = kn 


(thóa diéu kién eos x ^ 0) 

d. Vi eos x — 0 khóng lá nghiém cüa phuong trinh nén chia 2 vé cho eos 3 x. Kh i dó, 
phuong trinh tro thánh: 

1 — 4 tan 3 x — 3 tan 2 x + tan x (1 + tan 2 x) — 0 
(tan x + 1)(3 tan 2 x — 1) = 0 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


tanx = — 1 

V3 

tan x = — 

3 

V3 

tan x — - 

3 

n 

x =- \- kn 

4 

Tí 

x — — + kn (ic£2) 
6 
n 

x — -1- kn 

6 


(thóa diéu kién eos x ^ 0) 


Bái 2: Giái các phu'ong trinh sau: 

a. sin 2 x (tan x — 2) = 3 (eos 2x + sin x eos x) 

b. sinx sin 2x + sin 3x = 6 eos 3 x 

c. 3 eos 4 x — sin 2 2x + sin 4 x = 0 

d. sin 3x + eos 3x + 2 eos x = 0 


Giái: 


a. Diéu kién: 


n 


eos x 0 <^> x — + kn (k E 1) (*) 

Phuong trinh tuong duong vói 

sin x eos x — 2 sin 2 x = 3 — 6 sin 2 x + 3 sin x eos x 

<^> 4 tan 2 x — 2 tan x — 3 (1 + tan 2 x) = 0 

<=> tan 2 x — 2 tan x — 3 = 0 

rtanx = —1 
l tan x = 3 

x = - 4 + kU (k El) 
x — arctan 3 + kn 
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Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phu'O'ng trinh. 
b. Phirang trinh tirong diro'ng vái 

2 sin x sin 2x + 2 sin 3x — 12 eos 3 x 
eos x — eos 3x + 6 sin x — 8 sin 3 x = 12 eos 3 x 
<^> 16 eos 3 x + 8 sin 3 x — 4 eos x — 6 sin x — 0 
Vi eos x — 0 khóng lá nghiém cüa phirong trinh nén chia 2 vé phuxmg trinh cho eos 3 x. 
Khi dó, phirong trinh tro thánh: 

16 + 8 tan 3 x — 4(1 + tan 2 x) — 6 tan x (1 + tan 2 x) — 0 
<^> tan 3 x — 2 tan 2 x — 3 tan x + 6 — 0 
<^> (tan 2 x — 3) (tan x — 2) = 0 

tan x = \Í3 
tan x = —V3 
tan x — 2 

n 


x — —V kn 
3 
n 

x = - \- kn 

3 

= arctan 2 + kn 


(k G t) 


c. 


(thóa diéu kién eos x + 0) 

Ta dirá plurcmg trinh vé dang 

3 eos 4 x — 4 sin 2 x eos 2 x + sin 4 x — 0 

Vi eos x = 0 khóng lá nghiém cüa plurcmg trinh nén chia 2 vé phirong trinh cho eos 4 x 
Khi dó, plurcmg trinh tro thánh: 

3 — 4 tan 2 x + tan 4 x — 0 

«l tan ' * = 1 

kan 2 x — 3 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


' tan x — 1 
tan x = — 1 
tan x — V3 
-tan x = —V3 


n 

x — + — + kn 
4 


n 

x — H-1- kn 

~ 3 


(k e 2) 


(thóa diéu kién eos x ^ 0) 
d. Ta du'a phirong trinh vé dang 

4 sin 3 x — 4 eos 3 x — 3 sin x + eos x = 0 

Vi eos x — 0 khóng lá nghiem cüa phirong trinh nén chia 2 vé phuxmg trinh cho eos 3 x. 
Khi dó, phiro'ng trinh tro thánh: 

4 tan 3 x — 4 — 3 tan(l + tan 2 x) + 1 4- tan 2 x = 0 
<^> tan 3 x + tan 2 x — 3 tan x — 3 — 0 
(tan x + l)(tan 2 x — 3) = 0 


tan x = —1 
tan x — V3 
-tan x = —■\Í3 


x 


x 


n 

~4 

71 

+ — 
“3 


+ kn 

(k E 2) (thóa diéu kién eos x ^ 0) 

+ kn 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


BÁI táp tü luyen 

5.2.9. Giái các phuong trinh sau: 

a. eos 2 x — V3 sin 2x — 1 + sin 2 x 

b. sin 2x + 2 tan x = 3 


c. sin 2 x + V3 sin*eos* + 2 eos 2 x 


3 + V2 
2 


d. 2 eos 2 x + eos 2x + sin x — 0 

e. 4(sin 3 x + eos 3 x ) = eos x + 3 sin x 


f. 4V3 sin x eos x + 4 eos 2 x = 2 sin 2 x + - 

2 


g. sin 2 x — 3 sin x eos x + 1 = 0 
5.2.10. Giái các phirong trinh sau: 


a. sin 4 x + eos 4 x = 2 sin 2x eos 2x -eos 2 2x 

2 


b. sin 4 x + eos 4 x — —sin 2x eos 2x -eos 2 2x + - 

4 4 2 


5 sin 4x eos x 

c. 6 sin x — 2 eos 3 x — - 

2 eos 2x 


d. tan x sin 2 x — 2 sin 2 x — 3 (eos 2x + sin x eos x) 


e. 2 V 2 eos 3 (x — —) — 3 eos x — sin x — 0 


f. V2 sin 3 (x + —) 

g. 8cos 3 (x + ^) 


— 2 sinx 

— eos 3x 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TÜ LUYEN 
5.2.9. Nghiem cüa phirang trinh lá : 
x — kn 


a. 


x 


= _í +/br ( fcez > 

3 


n 


b. x — — + kn (k E ti) 
4 


V3 + V2 

x = arctan-— + kn 


c. 


x — arctan 


1 +V2 
V3 - V2 
1 +V2 


(k e ti) 


+ kn 


d. 


n 


x 4S + kn (fc e 1) 
x = arctan 3 + kn 


e. 


n 

x — — + kn 

n (k 6 2) 

x = + — + kn 
~ 3 


7T 


X ~ 4 + k7T (k EZ) 
x — kn 


g- 


71 


x — — + kn 
4 

1 

x - arctan - + kn 


(k E ti) 


5.2.10. 


a. Phu'O'ng trinh tu'O'ng dirang vái 

1 1 

1-sin 2 2x = 2 sin 2x eos 2x-eos 2 2x 

2 2 

sin 2 2x + 4 sin 2x eos 2x — eos 2 2x — 2 — 0 
Vi eos 2x — 0 khóng lá nghiem cüa phuong trinh nén chia 2 vé phirong trinh cho eos 2 2x 
Khi dó, phuong trinh tro thánh: 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


tan 2 2x + 4 tan 2x — 1 — 2(1 + tan 2 2x) — 0 

<=> tan 2 2x — 4 tan 2x + 3 = 0 

r tan 2x — 1 
l-tan 2x = —3 

n kn 

i 8+2 
x — -arctan(—3) + — 

(thóa diéu kién eos 2x 0) 
b. Phuong trinh tirong duong vói 

1 , 5 1,3 

1-sin 2x = —sin 2x eos 2x -eos 2x + - 

2 4 4 2 

4 sin 2 2x — 5 sin 2x eos 2x + eos 2 2x — 0 

Vi eos 2x = 0 klióng lá nghiem cüa phuong trinh nén chia 2 vé phirong trinh cho eos 2 2x 
Khi dó, phuong trinh tro thánh: 

4 tan 2 2x — 5 tan x + 1 — 0 


tan 2x — 1 
1 

tan 2x — — 

n kn 

x = — 1- 

8 2 

1 1 kn 

x = - arctan — H- 

2 5 2 


(fc e z) 


(thóa diéu kién eos 2x 0) 


c. 


Diéu kién: 


eos 2x ^ 0 eos 2 x — sin 2 x ^ 0 tan x =£ +1 


Phuong trinh tuong duong vói 


6 sinx — 2 eos 3 x = 


10 sin 2x eos 2x eos x 

2 eos 2x 
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Chircmg 5 : Plurang trinh hipng giác 


6 sin x — 2 eos 3 x — 5 sin 2x eos x 
<=> 10 sin x eos 2 x + 2 eos 3 x — 6 sin x — 0 
Vi eos x = 0 khóng lá nghiém cüa phirong trinh nén chia 2 ve phirong trinh cho eos 3 x 
Khi dó, phu'O'ng trinh tro thánh: 

10 tan x + 2 — 6 tan x (1 + tan 2 x) — 0 
3 tan 2 x — 2 tan x — 1 — 0 
(tan x — 1) (3 tan 2 x + 3 tan x + 1) = 0 
<=> tan x — 1 (loai vi tan x ^ 1) 

Váy phu'O’ng trinh vó nghiém. 
d. Diéu kién: 

n 

eos rí 0«ií¿- + krr (k E Z) (*) 

Do eos x ^ 0 nén chia 2 vé phu'O’ng trinh cho eos 2 x. Khi dó, plurcmg trinh tro thánh: 

tan 3 x — 2 tan 2 x — 3(1 — tan 2 x + tan x) 
tan 3 x + tan 2 x — 3 tan x — 3 — 0 
<=> (tan x + l)(tan 2 x — 3) = 0 


tan x = —1 
tan x — V3 
-tan x = — V3 


n 

x = - kn 

^ (le £ 2) 

x = + — + kn 
~ 3 

Két hop vói (*), ta nhán nghiém trén lá nghiém cüa phu'O’ng trinh. 


e. Phu'O’ng trinh tirong dirong vói 

sin 3 x + eos 3 x + 3 sin 2 x eos x + 3 sin x eos 2 x — 3 eos x — sin x — 0 
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Chu'orig 5 : Phirong trinh lirpng giác 


n 

TH1: Khi eos x - 0 x = — + kn (k E Z) => sin x = +1 
Thay váo phirong trinh ta có: 

(±1) 3 + 0 + 3(+l) 2 . 0 + 3(+l). 0 - 3.0 - (+1) = 0 (dúng) 
n 

Váy x = — + kn (k G 2) la nghiém cüa phuong trinh 

TH2: Khi eos x ^ 0 x ^ — + kn (k E Z) 

Khi dó phirong trinh tro thánh: 

tan 3 x + 1 + 3 tan 2 x + 3 tan x — 3(1 + tan 2 x ) — tan(l + tan 2 x) — 0 

7T 

<=> tan x = 1 x - —\- kn (Je El) 

4 

(thóa diéu kién eos x ^ 0) 

Váy nghiém cüa phirong trinh lá: 

n 

x = —I- kn 

l (k£Z) 

x = — I- kn 
4 

f. Phu'O’ng trinh trrong duong vói 

sin 3 x + eos 3 x + 3 sin 2 x eos x + 3 sin x eos 2 x — 4 sin x = 0 

Vi eos x — 0 klióng lá nghiém cüa plurong trinh nén chia 2 vé phirong trinh cho eos 3 x 

Khi dó, phu'O’ng trinh tro thánh: 

tan 3 x + 1 + 3 tan 2 x + 3 tan x — 4 tan(l + tan 2 x) = 0 

3 tan 3 x — 3 tan 2 x + tan x — 1 = 0 

<=> (tan x — 1)(3 tan 2 x + 1) = 0 
n 

<=> x = — + kn (k G Z) 

4 

(thóa diéu kién eos x 0) 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


g. Phirong trinh tu'O'ng dirong vái 

8(cosx — V3 sinx) 


8 


= 4eos 3 * — 3 cosx 


eos 3 x — 3V3 eos 2 x sin x + 9 eos x sin 2 x — 3V3 sin 3 x — 4 eos 3 x — 3 eos x 
Vi eos x = 0 klióng lá nghiem cüa phuxmg trinh nén chia 2 vé phuxmg trinh cho eos 3 x 
Khi dó, phu'O’ng trinh tro thánh: 

1 — 3V3 tan x + 9 tan 2 x — 3V3 tan 3 x — 4 — 3(1 + tan 2 x ) 

3V3 tan 3 x — 12 tan 2 x + 3V3 tan x — 0 


tan x — 0 
tan* = V3 
V3 

tan x = — 


x = kn 

X = h kM (k€Z) 

n 

x = — + kn 
6 


(thóa diéu kién eos x 0) 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh luong giác 


5. CÁC DANG PHLTONG TRINH LÜONG GIÁC KHÁC 

a. TÓNG HOP 

- Plurang trinh tóng hap lá nhüng phirang trinh dirá vé phuang trinh tích má trong 
dó, các nhán tu lá các dang phuang trinh da néu á tren. 


Bái 1: Giái các phuang trinh sau: 

a. (sin x + sin 3x ) + sin 2x — (eos x + eos 3x ) + eos 2x 

b. 4 sin 3 x + 3 eos 3 x — 3 sin x — sin 2 x eos x — 0 

c. tan 2 x cot 2 2x cot 3x — tan 2 x — cot 2 2x + cot 3x 

(1 — cosx) 2 + (1 + eos*) 2 1 

d. -s---tan 2 x sin x — - (1 + sin x) + tan 2 x 

4(1 — sin x) 2 v 7 

Giái: 


Phuong trinh tuong duong vói 

2 sin 2x eos x + sin 2x — 2 eos 2x eos x + eos 2x 
<^> sin 2x (2 eos x + 1) = eos 2x (2 eos x + 1) 

<^> (2 eos x + l)(sin 2x — eos 2x) — 0 

<=> [ ■ 

Lsil 


2 eos x +1 = 0 
sin 2x — eos 2x — 0 


eos u = — 

2 

sin (2x —) = 0 


2n 

x = ± -1- k2n 

3 , (keZ) 

nkn 

x — — 3 - 

8 2 


Phuong trinh tuong duong vói 

4 sin 3 x + 3 eos 3 x — 3 sin x — sin 2 x eos x — 0 
sin x (4 sin 2 x — 3) + eos x (3 eos 2 x — sin 2 x) — 0 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


(4 sin 2 x — 3) (sin x — eos x) — 0 

[ 4 

L sm„ 

V3 


4 sin 2 x — 3 — 0 
Lsinx — cosx = 0 


sin x = 


2 

V3 

2 

sin (x-) = 0 


sin x = 


n 


2n 


x — —h k2n V x =-1- /c27t 

3 3 

Tí 47T /-. mN 

x =-1- /c 27T V x =-1- /c 27T (k e 

3 3 

Tí 

x — — + kn 
4 


Tí 


x — + — + kn 

n (k e 1) 

x — — + kn 
4 


c. Diéu kién: 


( eosx ^ 0 
sin 2x ^ 0 <^> 
sin 3x^0 


fsin 2x^0 
Isin 3x^0 


(*) 


Phu'O'ng trinh tiran g dirán g vái 

cot 3x (tan 2 x cot 2 2x — 1) = tan 2 x — cot 2 2x 

1 — eos 2x 1 + eos 4x 
1 + eos 2x 1 — eos 4x 


cot3x 


(1 — eos 2x)(l + eos 4x) 


(1 + eos 2x)(l — eos 4x) 


<^> cot 3x [(1 — eos 2x)(l + eos 4x) — (1 + eos 2x)(l — eos 4x)] 
= (1 — eos 2x)(l — eos 4x) — (1 + eos 4x)(l + eos 2x) 


cot 3x (2 eos 4x — 2 eos 2x) = —2(eos 4x + eos 2x) 


eos 3x 

<=>-sin 3x sin x = eos 3x eos x 

sin 3x 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lugng giác 


eos 3x (sin x — eos x) = 0 


eos 3x = 0 
Lsinx — eos* = 0 

n kn 
x — —I- 

% 3 (t€Z) 

x — — + kn 
4 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phuong trinh. 
d. Biéu kién: 


cosx ^0 , „ . i f \ 

<^> cosx + 0 <^> sinx + +1 (*) 
sinr * 1 “ 


Phuong trinh tuong duong vói 

2(1 +eos 2 x) sin 3 x 1 sin 2 x 

-77Z -:- T---Z - r~ 2 ~= - (i + sinx) + --r^— 

4(1 — sin x) 1 — sm z x 2 1 — sin z x 

^ (1 + sin x)(l + eos 2 x) — (1 + sin x) eos 2 x — 2 sin 2 x (1 + sin x) = 0 

(1 + sin x)(l — 2 sin 2 x) = 0 


r sin x + 1 = 0 
h sin 2 x — 1 = 0 

"sinx = — 1 (loai) 

V2’ 

sinx = — 

2 

V2 

sinx =- 


7i 3n 

x — —h k2n V x =-1- k2n 

4 4 

n Sn 

x = -1- k2n V x =-1- k2n 

4 4 


(k e Z) 


71 /C7T 

^x = — + — (k EZ) 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém trén lá nghiém cüa phuong trinh. 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Bái 2: Giái các plurang trinh sau: 
a. 4 eos 3 x + 3V2 sin 2x = 8 eos x 


1 1 

b. 2 sin 3x -= 2 eos 3x H- 

sin x cosx 


x 3x 


x 3x 


c. cosx eos-eos-sin x sin -sin — 

2 2 2 2 


d. eos x + eos 3x + 2 eos 5x = 0 


1 

2 


Giái: 


a. Plurang trinh tirang diráng vái 

eos x (2 eos 2 x + 3V2 sin x — 4) 
<=> eos x (2 sin 2 x — 3 V2 sin x + 2) 


cosx = 0 

2 sin 2 x — 3V2 sin x + 2 = 0 
cosx = 0 

V2 

sinx = — 


0 

0 


.sinx = V2 > 1 (loai) 


n 

x — — + kn 
2 
n 

x — — + /c27T (fc £ z) 
4 

3n 

x = -1- k2n 

4 


b. Biéu kién: 


sinx ^ 0 
cosx ^ 0 


sin 2x ^ 0 (*) 


Plurang trinh tiran g dirang vái 


2 (sin 3x 


1 

eos 3x)- 

sinx 


1 

-= 0 

cosx 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


sinx + cosx 

2(3 sinx — 4 sin 3 x — 4 eos 3 x + 3 cosx)-;-= 0 


sinxcosx 


sinx + cosx 

2 (sinx + cosx)[3 — 4(sin 2 x — sinx cosx + cos 2 x)]-;-= 0 


sin x cosx 


(sinx + cosx) 


—2 + 8 sinx cosx — 


sin x cosx 


= 0 


(sinx + eos x)(2 sin 2 2x — sin 2x — 1) = 0 


[ 


sinx + cosx = 0 
2 sin 2 2x — sin 2x — 1 = 0 

sin (* + i) = 0 

sin 2x = 1 


sin 2x = — 

2 

n 

x — ±— + kn 
4 
n 

x = - — + kn (k El) 

7n 

x = - \- kn 

12 

Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiem cúa phuxmg trinh. 

c. Phirong trinh tirorig duxing vói 

i 1 1 

— eos x (eos 2x + eos x) + — sin x (eos 2x — eos x) = — 

<^> eos 2x (sin x + eos x) + eos 2 x — 1 — sin x eos x = 0 
eos 2x (sin x + eos x) — sin x (sin x + eos x) = 0 
(sin x + eos x)(l — sin x — 2 sin 2 x) = 0 
sinx + cosx = 0 


f 5 2 

L2 sin x + sin x — 1 = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


V 4/ 

<=> sin x = —1 
1 

sin x = - 

L 2 


sin (x + —) = 0 


n 

x = - kn 


4 

n 


x — -1- k2n 

2 


n (k el) 

x = — + k2n 


x = -1- k2n 

6 


d. Phu'ong trinh tirong dirang vái 


eos x + eos 5x + eos 3x + eos 5x = 0 

<^> eos 3x eos 2x + eos 4x eos x = 0 

(4 eos 3 x — 3 eos x) eos 2x + (2 eos 2 2x — 1) eos x = 0 

<^> eos x [(4 eos 2 x — 3) eos 2x + 2 eos 2 2x — 1] = 0 

<^> eos x [(2 eos 2x — 1) eos 2x + 2 eos 2 2x — 1] = 0 

eos x (4 eos 2 2x — eos 2x — 1) = 0 

r cosx = 0 

I- 4 eos 2 2x — eos 2x — 1 = 0 

r cosx = 0 


1 + VT7 


eos 2x 


8 

1 - Vl7 


eos 2x 


8 


n 

x = — + kn 
2 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


Bái 3: Giái các phcrcmg trinh sau: 

5x x 

a. sin— = 5cos 3 xsin- 
2 2 


b. sin 8 x + eos 8 x — 2(sin 10 x + eos 10 x) + - eos 2x 


6x 


Qx 


c. 2 eos — + 1 = 3 eos — 

d. sin 2x + 2 tan x — 3 


Giái: 


a. 

x , x 

Dé tháy eos - = 0 khóng la nghiém cüa phuxmg trinh nén nhán 2 vé cho 2 eos - 

Khi dó, phu'ong trinh tro thánh: 

Sx x xx 

2 sin — eos - = 10 eos 3 x sin - eos - 
2 2 2 2 

sin 3x + sin 2x = 5 eos 3 x sin x 
<^> 3 sin x — 4 sin 3 x + 2 sin x eos x — 5 eos 3 x sin x 


[ 3 - 


sin* = 0 


3 — 4 sin 2 x + 2 eos x — 5 eos 3 x 
x 

sin - = 0 
2 
x 

eos - = 0 (loai) 

-5 eos 3 x — 4 eos 2 x — 2 eos x + 1 = 0 

X 

sin - = 0 
2 

cosx — 1 

-1 + Vñ 


eos X = 


cosx = 


10 

1 - V 2 I 

10 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


x = + árceos 


x = 2kn 

-1 + V2l 


+ k2n 


10 

1 - V2l 

x = + árceos-—-1- k2n 


(k G t) 


10 


b. Phirorig trinh tu'O'ng duong vói 


sin 8 x (1 — 2 sin 2 x) + eos 8 x (1 — 2 eos 2 x ) = - eos 2x 


sin 8 x eos 2x — eos 8 x eos 2x — - eos 2x 


4 eos 2x (sin 8 x — eos 8 x) - 5 eos 2x 
eos2x — 0 

4(sin 8 x — eos 8 x) — 5 

eos 2x — 0 

4(sin 4 x — eos 4 x)(sin 4 x + eos 4 x) — 5 

4(si„^-cos C ^l-Isin 2 2,) = 5 

eos 2x — 0 
1 


4 ^1 — - sin 2 2x^j — 5 


c. 


eos 2x — 0 
1 

sin 2x = — - (vo nghiém) 


n kn 

—* x — —|- (k G Wi) 

4 2 

Pluro'ng trinh tirorig duong vói 

12x 


12x t 4x \ 

1 + eos +1 = 3^2 eos 2 —— lj 


4x 4x 4x 

4 eos 8 —— 6 eos 2 —— 3 eos — + 5 


= 0 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


f 4x \ / 4x 4x 

eos —— lj eos 2 —— 2 eos —— 5 


= 0 


4x 

eos —— 1 = 0 

„ 4x 4x 

4eos 2 —— 2 eos—— 5 = 0 


4x 

eos — = 1 
4x 1-Vñ 


eos — = 


4 


4x 1 + V2l 
eos — =-> 1 (loai) 


5/ar 

x — - 

2 

5 1-V21 15tt 

x = +-árceos-1- 

”4 4 2 


(k e Z) 


d. Diéu kién: 


n 

eos x ^ 0 x ^ — + krr (k E Z) (*) 

Khi dó, phirong trinh tiro'ng du'O'ng vói 

2 tanx 

--—I- 2 tan x — 3 

1 + tam x 

2 tan 3 x — 3 tan 2 x + 4 tan x — 3 = 0 
<=> (tan x — 1)(2 tan 2 x — tan x + 3) = 0 

tan x — 1 = 0 

^ 2 tan 2 x — tan x + 3 = 0 (vó nghiém) 

n 

<^> tan x = 1 <=> x = —h kn (k E 7L¡) 

4 

Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phirong trinh. 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


Bái 4: Giái các phuang trinh sau: 

a. 2(1 — tanx)(l + sin 2x) — 1 + tan* 

1 sin 2x / 7T\ 

b. — cotx-\ -= 2 sin [x + —) 

V2 sinx + cosx v 2' 

c. 8(sin 6 x + eos 6 x ) + 3V3 sin 4x = 3V3 eos 2x — 11 sin 2x + 11 

d. V3 sin 2x (2 eos x + 1) + 2 = eos 3x + eos 2x — 3 eos x 

Giái: 

a. Diéu kién: 

n 

eos x ^ 0 x ^ — + kn (k £ Z) (*) 


Phuang trinh tirang duang vái 

2(1 — tan *)(l + - 


2 tan x 


+ tan 2 x 

2(1 — tanx)(l + tanx) 2 


= 1 + tan x 


(1 + tan x) 


1 + tan 2 x 

'2 — 2 tan 2 x 


— 1 + tan x 


1 + tan 2 x 

(1 + tan x)(3 tan 2 x — 1) = 0 

r tan x + 1 = 0 
utan 2 x — 1 = 0 

tan x = —1 

V3 

3 

V3 


1=0 


tan x = 


tan x — 


n 


x =-1- kn 

n ík el) 

x = + — + kn 
6 


82 


TOANMATH.com 











Chu'orig 5 : Phuang trinh luong giác 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phuang trinh. 
b. Biéu kién: 


l sinx ^ 0 
¡sin* + cosx ^ 0 


r x ^ kn 

[x ± - - + kn ^ 6 ^ ^ 
L 4 


Phuang trinh tuang duang vái 

cosx 2 sin x eos x 

+ 


V2sinx sinx + cosx 

2 sinx 


= 2 eos* 


cosx 


b 1 

W2 sn 


+ 


2=0 


^V2sinx sinx + cosx 
eos x [sin x + eos x + 2 V 2 sin 2 x — 2 V 2 sin x (sin x + eos x)] = 0 

eos x (sin x + eos x — V2 sin x eos x) = 0 
cosx = 0 (1) 

sin x + eos x — V2 sin x eos x = 0 (2) 


Vói phuang trinh (1), ta có: 


n 


x — — + kn (k G Z) (thóa (*)) 

Vói phuong trinh (2), ta có: 

Bát t — sin x + eos x = V2 sin (x + —), t £ [—V2; V 2 ]. Khi dó, sin x eos x = 
Phuang trinh (2) tro thánh: 


V 


V 


t - 


V2 


= 0 


t = 


1 - V3 

v¿“ 


1 + V3 

t — —-— > 1 (loai) 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


« sin (* + £) 


1 - V3 


2 


1 - V3 


n 


x = n — arcsu 


x — arcsin 



Váy nghiém cüa phirang trinh lá: 


x = arcsin 


1 - V3 n 

-1- k2n 

2 4 


x = n — arcsin 


in i zJí + k2n (.kel) 

2 


n 


x — 


—\-kn 
2 


c. 


Phirang trinh tirorig chrang vái 


(2 sin 2 x) 3 + (2 eos 2 x) 3 + 3\Í3 sin 4x — 3\Í3 eos 2x — 9 sin 2x + 11 
> (2 eos 2x + l) 3 + (1 — 2 eos 2x) 3 + 3^¡3 sin 4x = 3y¡3 eos 2x — 9 sin 2x + 11 
<^> 2 eos 2 2x + 2V3 sin 2x eos 2x — 3V3 eos 2x — 9 sin 2x + 11 
<^> —2 sin 2 2x + 2 V 3 sin 2x eos 2x — 3\Í3 eos 2x — 9 sin 2x + 11 
<^> (2 sin x — 1)(V3 eos 2x — sin 2x + l) = 0 
2 cosx — 1 = 0 

<=> 1— 

v3 eos 2x — sin 2x + 1 — 0 



n 



x = kn 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


d. Plurang trinh tirong dirang vái 

V3 sin 2x (2 eos x + 1) = 4 eos 3 x + 2 eos 2 x — 6 eos x — 3 
<=> V3 sin 2x (2 eos x + 1) = (2 eos x + 1)(2 eos 2 x — 3) 

<=> (2 eos x + 1)(V3 sin 2x — 2 eos 2 x + 3) = 0 

<^> (2 eosx + 1)(V3 sin 2x — eos 2x + 2) = 0 

2 eos* + 1 = 0 
_V3 sin 2x — eos 2x + 2 = 0 



-1 


2n 

x = +-1- /c27i 

“ 3 


n 

x = - V kn 

6 


(fc e t) 


Bái 5: Giái các phirong trinh sau: 

a. eos* eos4x + eos2 a: eos 3x = 0 

b. |cos x + 2 sin 2x — eos 3x\ — 1 + 2 sin x — eos 2x 

c. 2 eos 3 * + cos2x + sinx = 0 

1 

d. 1 + sin 2x + eos 2x — -sin4x 

2 

Giái: 


a. Plurang trinh tirang dirang vái 

eos x (2 eos 2 2x — 1) + eos 2x (eos 2x eos x — sin 2x sin x) - 0 
<=> eos x (3 eos 2 2x — 2 sin 2 x eos 2x — 1) = 0 
eos x (4 eos 2 2x — eos 2x — 1) = 0 
cosa: = 0 

<=> 1 ± Vl7 

eos 2x — - 

8 
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Chu'orig 5 : Phirong trinh lirpng giác 


n 

x — — + kn 
2 

i i + VT7 

x = + -árceos--- (k G Z) 

1 1 - Vl7 

x = +-árceos- 

“2 8 

b. Ta tháy : 

|cosx + 2sin2x — cos3x| = |4cosxsin 2 x + 2sin2x| = 2(1 + sinx)|sin2x| 
Vá 1 + 2 sin x — eos 2x — 2 sin x (1 + sin x). Nén phirong trinh da cho viét thánh 

2(1 + sinx)|sin2x| = 2 sin* (1 + sinx) 

1 + sin* = 0 (1) 

_|sin 2x\ — sinx (2) 


Vói phirong trinh (1) có nghiém lá 


n 


x — — + k2n (k E Z) 

Vói phu'O'ng trinh (2) chi thóa man sin x > 0. Trong diéu kién náy, phirong trinh (2) 
tu'O'ng diráng vói 


sinx = 0 

1 

Icosxl = - 
2 


x — kn 

71 , , (tez) 

x — — + kn K y 


c. 


Phirong trinh tirong dirong vói 

2 eos 3 x + 2 eos 2 x — 1 + sin x — 0 


<=» 2(1 — sinx)(l + sinx)(cosx + 1) — (1 — sinx) = 0 
(1 — sinx)[2(l + sinx)(cosx + 1) — 1] = 0 
<=> (1 — sin x) [1 + 2 sin x eos x + 2 (sin x + eos x)] = 0 


Nghiém cüa phirong trinh lá: 


n 

x — —h k2n 
2 
n 

x = -1- k2n 

4 


(k e Z) 


d. Phu'O'ng trinh tirong dirong vói 

1 + (sin 2x + eos 2x)(l — sin 2x eos 2x) = sin 2x eos 2x 
<^> (1 — sin 2x eos 2x)(sin 2x + eos 2x + 1) = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


Nghiém cúa plurang trinh lá: 


n 

x = - \- kn 

4 

n 

x — — + kn 
2 


(k <E 1) 


Bái 6: Giái các phuang trinh sau: 

a. eos 2 3x eos 2x — eos 2 x — 0 (Tuyén sinh khói A 2005) 

b. 1 + sin x + eos x + sin 2x + eos 2x — 0 (Tuyén sinh khói B 2005) 

c. eos 3x + eos 2x — eos x + 1 = 0 (Tuyén sinh khói D 2006) 

(1 + sin x + eos 2x) sin (x + ?) \ 

d. -= —eosx (Tuyén sinh khói A 2010) 

1 + tan x V2 

Giái: 


a. Phuang trinh tuong duang vói 

(4 eos 3 x — 3 eos x) 2 eos 2x — eos 2 x = 0 

eos 2 x (4 eos 2 x — 3) 2 eos 2x — eos 2 x = 0 

<=> eos 2 x [(4 eos 2 x — 3) 2 eos 2x — 1] = 0 

<^> eos 2 x [(16 cos 4 x — 24cosx + 9)(2 eos 2 x — 1) — 1] = 0 

<=> eos 2 x (32 eos 6 x — 64 eos 4 x + 42 eos 2 x — 10) = 0 

<^> eos 2 x (eos 2 x — 1)(32 eos 4 x — 32 eos 2 x + 10) = 0 

r cosx — 0 
Leos x = +1 

Nghiém cúa phuong trinh lá: 


x = 


kn 


— (k G Z) 


b. Phuong trinh tuong duang vói 

1 + sin x + eos x + 2 sin x eos x + 2 eos 2 x — 1 = 0 
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Chu'orig 5 : Phirong trinh lirong giác 


sin x (2 eos x + 1) + eos x (2 eos x + 1) = 0 
<=> (2 eos x + l)(sin x + eos x) — 0 



Nghiém cúa plurcmg trinh lá: 


2n 

x — H-1- k2n 

~ 3 

Tí 

x — — + kn 
4 


(k e 7L) 


c. Phu'O'ng trinh tircmg du'O'ng vói 

4 eos 3 x — 3 eos x + 2 eos 2 x — 1 — eos x + 1 = 0 
2 eos 3 x + eos 2 x — 2 eos x — 0 
<=> eos x (2 eos 2 x + eos x — 2) = 0 

** [; 

Nghiém cúa phirong trinh lá: 


eos* = 0 
1-2 eos 2 x + eos x — 2 = 0 


7T 

x = — + kn 
2 

-1 + VT7 

x = +arccos-1- /c27r 


(fc G Z) 


d. 


Biéu kién: 


eos* =£ 0 
tanx =£ —1 


n 

x =£ — + kn 

2 n ík 6 Z) (*) 

x -1- kn 

4 


Phu'O’ng trinh tircmg du'O’ng vói 

(1 + sin x + 2 eos 2 x — l)(sin x + eos x) 1 


y/2. 


sin* + eos* 
eos* 


— -—eos x 

V2 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


(sin x + 2 eos 2 x ) eos x = eos x 
eos x (2 eos 2 x + sin x — 1) = 0 
eos x (1 + sin x — 2 sin 2 x) — 0 
eos* — 0 

1-2 sin 2 x — sin x — 1 = 0 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém 


n 

x =-1- k2n 

7n G ^ 

x — -1- k2n 

6 


BÁI TÁP TlT LUYEN 
5.2.11. Giái các phirong trinh sau: 

a. 2 sin 2x — eos 2x — 7 sin x + 2 eos x — 4 

b. 9 sin x + 6 eos x — 3 sin 2x + eos 2x — 8 

c. sin 2x — eos 2x = 3 sin x + eos x — 2 


d. tan x — sin 2x — eos 2x + 2 2 eos x — 


cosx 


= 0 


e. sin 3 x + eos 3 x = sinx — cosx 


5.2.12. Giái các phuxmg trinh sau: 

a. sin x + sin 2 x + sin 3 x + sin 4 x = eos x + eos 2 x + eos 3 x + eos 4 x 

3(1 + sinx) „ /7i x> 


b. 3 tan 3 x — tan x + 


eos 2 x 


9 f n x \ 

— 8 eos 2 (-) 

V4 27 


c. 3(cotx — cosx) — 5(tanx — sinx) = 2 

d. tan 2 x (1 — sin 3 x) + eos 3 x — 1 = 0 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


5.2.13. Giái các phuang trinh sau: 

a. 2 sin 3 x — sin x — 2 eos 3 x — eos x + eos 2x 

b. eos x (eos 4x + 2) + eos 2x eos 3x = 0 

1 — eos 2x 

c. 1 + cot 2 x =--- 

sin z 2x 

d. eos 3 x + eos 2 x + 2 sinx — 2 = 0 

e. 4 eos 2 x — eos 3x = 6 eos x + 2(1 + eos 2x ) 

f. 1 + sin x + eos 3x — eos x + sin 2x + eos 2x 

5.2.14. Giái các phuang trinh sau: 

1 1 

a. sin 2 x + sinx-= 2 cot 2 x 

2 sin* sin 2x 

/ 7 T\ /X 7 T\ 3x 

b. sin 5x -) — eos-= V 2 eos — 

V 4 ) \2 4' 2 

c. sin 2x + eos 2x + 3 sin x — eos x — 2 — 0 

„ (2 — sin 2 2x) sin 3x 

d. tan 4 x + l = -r- 

C0S 4 X 

e. 3 eos 4 x — 4 eos 2 x sin 2 x + sin 4 x = 0 

f. sin 2x — 1 + V 2 eos x + eos 2x 

GOI Y GIÁI BÁI TÁP TlT LUYEN 

5.2.11. 

a. Phuang trinh tuang duang vái 

4 sin x eos x — (1 — 2 sin 2 x) — 7 sin x + 2 eos x — 4 
<=> 4 sin x eos x — 7 sin x — 2 eos x + 2 sin 2 x — 5 = 0 
<^> 2 eos x (2 sin x — 1) + (2 sin x — 1) (sin x — 3) = 0 
(2 sin x — 1)(2 eos x + sin x — 3) = 0 


90 


TOANMATH.com 






Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


b. 


c. 


n 


x — — + k2n 
6 

Sn 

x — -1- k2n 

6 


(fe e z) 


Phirang trinh tirang duong vái 

9 sin x + 6 eos x — 6 sin x eos x + 1 — 2 sin 2 x — 8 

<=> 6 eos x (1 — sinx) + (1 — sinx)(2 sin x — 7) = 0 

(1 — sin x)(6 eos x + 2 sin x — 7) = 0 
n 

^ x = — + fe27T (fe £ Z) 


Phu'O'ng trinh tircmg duong vái 

2 sin x eos x — 1 + 2 sin 2 x = 3 sin x + eos x — 2 


eos x (2 sin x — 1) + (2 sin x — l)(sin x — 1) = 0 


(2 sin x — l)(cos x + sin x 


n 


X — -h fe27T 

6 

Sn 

x = -1- fe27T 

6 


(fe £ 1 ) 


n 

x = —I- k2n 
2 

x — k2n 


1) = 0 


Qua các bái a, b vá c thi ta thay có cung dang phuong trinh lá: 

a sin 2 x + b eos 2x + c sin x + d eos x + e — 0 (*) 

Nguyén góc phuong trinh tren lá xuát phát tu phuong trinh náy: 

(a ± sinx + a 2 cosx + a 3 )(a 4 sinx + a 5 cosx + a 6 ) = 0 (**) 

Tú phuong trinh (**) nguoi ta khai trien ra vá thém bót váo dé dua ve phuong trinh 
(*)• 

Cách giái thóng thuong lá chúng ta su dung cóng thúc sin 2x = 2 sin x eos x vá cóng 
thúc eos 2x = 2 eos 2 x — 1 hay eos 2x = 1 — 2 sin 2 x xem cái náo có thé dua phuong 
trinh (*) phuong trinh (**). 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


d. Diéu kién: 


n 


eos x 4^ 0 <=> x — + kn (k E TL) (*) 


Phu'ong trinh tirong duemg vói 
sinx 


sin 2x — eos 2x + 4 eos x 


= 0 


eos* cosx 

<=> sin x — eos x sin 2x — eos 2x eos x + 4 eos 2 x — 2 = 0 
sin x (1 — 2 eos 2 x) — eos 2x eos x + 2 eos 2x — 0 
<^> — sin x eos 2x — eos 2x eos x + 2 eos 2x — 0 
eos 2x (sin x + eos x — 2 ) = 0 
Két hop vói (*), ta nhán nghiem 

n kn 

x =~ + — (k El) 

e. Phuong trinh tirorig dirong vói 

sin x (sin 2 x — 1 ) + eos 3 x + eos x — 0 
<^> — sin x eos 2 x + eos 3 x + eos x — 0 
eos x (sin 2x — eos 2x — 3) = 0 
Nghiem cüa phuong trinh lá: 

n 


x — — + kn {k E 7L) 


5.2.12. 


a. Phuong trinh tuong duong vói 

sin x — eos x + sin 2 x — eos 2 x + sin 3 x — eos 3 x + sin 4 x — eos 4 x = 0 
<=> (sin x — eos x)(l + sin x + eos x + 1 + sin x eos x + sin x + eos x) — 0 
Nghiem cüa phuong trinh lá: 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


n 

x — — + kn 
4 

x - n + k2n (k £ Z) 
n 

x = -1- k2n 

2 


b. 


Diéu kién: 


n 


eos x =£ 0 <=> x =£ — + /or (/e £ Z) (*) 


Pluro'ng trinh tirorig duemg vói: 

3 tan 3 x — tanx + 3(1 + sinx)(l + tan 2 x) = 4 [l + eos — x)J 

<=» tan x (3 tan 2 x — 1) + 3(1 + sinx)(l + tan 2 x) — 4(1 + sinx) 

<^> tan x (3 tan 2 x — 1) + (1 + sin x)(3 + 3 tan 2 x — 4) = 0 

<^> tan x (3 tan 2 x — 1) + (1 + sin x)(3 tan 2 x — 1) = 0 

<^> (3 tan 2 x — l)(tan x + 1 + sin x) — 0 
<^> (3 tan 2 x — l)(sinx + cosx + sin x eosx) = 0 
Két hop vói (*), ta nhan nghiém 


c. Diéu kién: 


n 

x = + —I- kn 
6 

V2 - 1 n 

x = aresin ——- 1 - k2n 

V2 4 


(k £ Z) 


3n V2 - 1 

x =-aresin ———I- k2n 

4 V2 


ísinx^O . „ , „ L kn 

j ^ sin 2x ^ 0 <^> x ^ — (k £ Z) (*) 

(cosx ^ 0 2 

Plurang trinh tuang duang vái: 

3 eos 2 x (1 — sin x) — 5 sin 2 x (1 — eos x) = 2 sin x eos x 

<=> 3 eos x (eos x — eos x sin x + sin x) — 5 sin x (sin x — sin x eos x + eos x) = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


(sinx + eos x — sin x eos x)(3 eos x — 5 sinx) — 0 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa pluro'ng trinh. 


1 - V2 n 

x — aresin-1- k2n 

2 4 

371 . 1-V2 ,^(kFW) 

x = -aresin-1- k2n 

4 2 

3 

x — arctan - + kn 

d. Diéu kién: 


n 

eos x =£ 0 x ^ — + kn (k G Z) (*) 


Pluro'ng trinh tirong diro'ng vói 


sin 2 x (1 — sin 3 x) + (eos 3 x — 1) eos 2 x — 0 


<^> (1 — eos 2 x)(l — sin 3 x) + (eos 3 x — 1)(1 — sin 2 x) = 0 


(1 — eos x)(l — sin x)(sin 2 x + sin 2 x eos x — eos 2 x — sin x eos 2 x) = 0 


<^> (1 — eos x)(l — sinx)(sinx — eosx)(sinx + eosx + sinx eosx) = 0 
Két hop vói (*), ta nhán nghiém 


x - k2n 
n 

x — — + kn 

4 (k El) 

y/2-1 n 

x = + árceos———I-1- k2n 

V2 4 


5.2.13. 


a. Plurang trinh tuang dirang vái 


sin x (2 sin 2 x — 1) = (1 — eos x)(2 eos 2 x — 1) 


<^> (2 eos 2 x — l)(sin x + eos x + 1) = 0 


Nghiém cüa pluro'ng trinh lá: 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


n 

x — ± — + k2n 
4 

3n 

x = ± — +k 2n {keT) 

x — k2n 
3n 

x — -1- k2n 

4 


b. Plurang trinh tirang diráng vái 

eos x (eos 4x + 2) + eos 2x (4 eos 3 x — 3 eos x) — 0 
<^> eos x [eos 4x + 2 + eos 2x (4 eos 2 x — 3)] = 0 

eos x [2 eos 2 2x — 1 + 2 + eos 2x (2 eos 2x + 2 — 3)] 
<^> eos x (4 eos 2 2x — eos 2x + 1) = 0 
Nghiem cüa phirong trinh lá: 

n 

x — — + kn (k E 7L) 


= 0 


c. 


Diéu kién: 


kir 

sin2x ^ 0 «xíy (fc£2) (*) 

Plurong trinh tirón g dirong vói 

sin 2 2x + eos 2x sin 2x — 1 — eos 2x 
1 — eos 2 2x + eos 2x sin 2x — 1 — eos 2x 
<^ eos 2x (eos 2x — sin 2x — 1) = 0 
Két hop vói (*), ta nhan nghiem 


n kn 

x = -4 + Y(fcez) 
x — kn 


d. Plurong trinh tiróng dirong vói 

eos 2 x (eos x + 1) + 2(sin x — 1) = 0 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh luxmg giác 


<=» (1 — sinx)(l + sinx)(cosA: + 1 ) — 2(1 — sin*) = 0 
<^> (1 — sinx)[(l + sinx)(cosx + 1) — 2] = 0 
<=> (1 — sin x)(sin x + eos x + sin x eos x — 1) = 0 


Nghiém cúa plurong trinh lá: 


n 

x — — + k2n 
2 

- x — k2n 


(k e 7L) 


e. Phuxmg trinh tirorig dirong vói 

4 eos 2 x + 3 eos x — 4 eos 3 x = 6 eos x + 2(2 eos 2 x) 
<=> 4 eos 3 x — 3 eos x — 0 


<^> eos x (4 eos 2 x — 3) = 0 


Nghiém cúa phuxmg trinh lá: 


x — n + kn 
n 

x = +— + k2n 
~ 3 

2n 

x — H-+ k2n 

~ 3 


(k e t) 


f. Phirong trinh tirong duxmg vói 

1 + sin x + eos 3x — eos x — sin 2x — 1 + 2 sin 2 x — 0 
<=> sin x — 2 sin 2x sin x — 2 sin x eos x + 2 sin 2 x = 0 
sin x (1 — 2 sin 2x — 2 eos x + 2 sin x) = 0 
<^> sinx [(sin* — eos*) 2 + 2(sin* — eos*)] = 0 
<=> sin x (sin x — eos x)(sin x — eos x + 2) = 0 
Nghiém cúa phuxmg trinh lá: 

x — kn 

* = ? + ** (* 6 ® 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


5.2.14. 

a. Diéu kién: 


f sin x ^ 0 kx 

i <=> r í — 

(sin 2x * o 2 


(k S Z) (») 


Phu'ong trinh tirorig dirong vái 

sin 2 2x — 1 2 sin 2 x — 1 2cos2x 

sin2x sinx sin 2x 

— eos 2 2x eos 2x 2cos2x 

<=>-=- 

sin2x sinx sin2x 

/eos 2x1 2 \ 

<=> eos 2x (-1-= 0 

Vsin2x sinx sin2x/ 

<=» eos 2x (eos 2x + eos x — 2) = 0 

<^> eos 2x (2 eos 2 x + eos x + 1) = 0 

Két hap vái (*), ta nhan nghiem 


x = 


n kn 


—I- (k E 7L¡) 

4 2 


b. Phircmg trinh tu'O'ng du'O'ng vái 

V2 / 5x 5x\ V2 / x x\ ¡~ 3x 
— sin-eos—-eos - + sin-) = V2 eos — 

2 V 2 2 J 2 y 2 2> 2 

3x 3x 3x 

2 eos — sin 2x — 2 eos — eos 2x = 2 eos — 

2 2 2 

3x 

2 eos — (sin 2x — eos 2x — 1) = 0 


Nghiem cüa phu'O'ng trinh lá: 


x = 

x = 

X — 


n 2kn 



—V kn (k E Z) 

4 

n 

—V kn 
2 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh luong giác 


c. 


Plurang trinh tiróng duang vái 


2 sin x eos x — eos x — 2 sin 2 x + 3sinx — 1 = 0 
eos x (2 sin x — 1) — (sin x — 1) (2 sin x — 1) = 0 
<=> (2 sin x — l)(cos x — sin x + 1) = 0 


Nghiém cüa phirong trinh lá: 


n 

x = — + k2n 
6 



n 

x — — + k2n 
2 


L x — —n + k2n 


d. Diéu kién: 



Plurong trinh tirong duang vái 

sin 4 x + cos 4 x (2 — sin 2 2x) sin 3x 


eos 4 x 


eos 4 x 


<^> sin 4 x + eos 4 x = 2 sin 3x — sin 2 2x sin 3x 
<^>1 — 2 sin 2 x eos 2 x — 2 sin 3x — sin 2 2x sin 3x 
<=> 2 — sin 2 2x = 4 sin 3x — 2 sin 2 2x sin 2x 
<^> sin 2 2x (2 sin 3x — 1) = 2(2 sin 3x — 1) 

<^> (2 sin 3x — l)(sin 2 2x — 2) - 0 


Két hop vái (*), ta nhán nghiém 


7i k2n 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


e. Phircmg trinh tu'O'ng dirang vái 

<^> 3 eos 2 x (eos 2 x — sin 2 x) — sin 2 x (eos 2 x — sin 2 x) — 0 


<=> eos 2x (3 eos 2 x — sin 2 x) = 0 


<=> eos 2x (4 eos 2 x — 1) = 0 


Nghiém cüa phirong trinh lá: 

r n 

x — — + kn 
4 
n 

x = ± - + k2n (k e Z) 
2n 

x = H-1- k2n 

L “ 3 


f. Phu'cmg trinh tu'O'ng dirang vói 

2 sin x eos x = 1 + V2 eos x + 2 eos 2 x — í 
<=> 2 sin x eos x = 2 eos 2 x + V2 eos x 
<=> V2 eos x (V2 sin x — a/2 eos x — l) = 0 


Nghiém cüa phuxmg trinh lá: 

r n 

x — — + kn 
2 

Sn 

x — -1- k2n (k G Z) 

12 

137 1 

x =-1- k2n 

L 12 
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Chu'orig 5 : Plurong trinh hrong giác 


b. PHlTONG TRINH CHÍTA CÁN THÍfC 

- Ó dang plurong trinh chúa cán thúc náy, chúng ta thudng áp dung các cóng thúc 
bén dirói. Sau khi giái den phán so diéu kién thi chúng ta sé thü nghiem truc tiép. 



Bái 1: Giái phirong trinh sau: 

sin 3 x + eos 3 x + sin 3 x cotx + eos 3 x tan x — V2 sin 2x 


Giái: Diéu kién: 


(sin a: ^ 0 
cosa: ^ 0 <^> 
sin 2x > 0 

Plurong trinh tuong duong vói 

sin 3 x + eos 3 x + sin 2 x eos x + eos x sin 2 x — V2 sin 2x 


rsm 2x 0 . _ _ , . 

I ■ o . n <^> sin 2 a: > 0 (*) 
tsm 2x > 0 


<^> sin 2 x (sin x + eos x) + eos 2 x (sin x + eos x) — V2 sin 2x 
(sin x + eos a:)( sin 2 x + eos 2 x) — V2 sin 2 a: 

<=» sin x + eos x — V2 sin 2 a: 

sin (a: + — ) > 0 
1 + 2 sin x eos x — 2 sin 2 a: 

«¡ sin h+i ) 20 

(sin 2 a: = 1 (thóa (*) ) 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


sin (x 4—) > 0 


n 


x — — + k2n 

x =-1- I2n 

4 


n 


<^> x — — + k2n (k G TL) 
4 


Bái 2: Giái phircmg trinh sau: 

V5 cosx — eos 2x + 2 sin x — 0 


Giái: Phu'ong trinh tirang duang vái 

V5 cosx — eos 2x — —2 sin x 

( sinx < 0 

^-5 eos x — eos 2x — 4 sin 2 x 

f sinx < 0 

^-2 eos 2 x + 5 eos x — 3 = 0 

sinx < 0 
1 

cosx = - 
2 

cosx = —3 < —1 (loai) 


r sin x < 0 
jx = +— + k2n Qc G TL) 

x — — — + k2n (k G TL) 


Bái 3: Giái phuxmg trinh sau: 

2 sin (3x + —) = 

Jl + 8 sin 2x eos 2 2x 

V 4 / 

(DH Kinh Té Quóc Dan 2000) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


Giái: Pluro'ng trinh tu'O'ng du'O'ng vói 

sin (3x + — ) > 0 (*) 

4 sin 2 ( 3x + — ) = 1 + 8 sin 2x eos 2 2x (1) 
Ta giái phu'O'ng trinh (2) : 

2 [l — eos ( 6x + —)J = 1 + 4 sin 4x eos 2x 
<=> 2(1 + sin 6x ) = 1 + 2(sin 6x + sin 2x) 


<^> sin 2x = - <^> 
2 


n 


x = - h kn 

Sn cfe e ® 

x — -1- kn 

12 


Kiém tra diéu kién (*), ta nhán nghiém cüa phuong trinh lá 


n 

x = — + m2n 
Yin 

x =-+ m2n 

12 


(m E Z) 


Bái 4: Giái phuong trinh sau: 

Veos 2x + Vi + sin 2x = 2Vsinx + eos* 


Giái: Diéu kién : 


ísi¡ 


cos2x>0 rcosx — sinx > 0 

0 tsinx + cosx > 0 


Lsmx + cosx > 

Phuong trinh tuong duong vói 

yj (eos x — sin x)(cos x + sin x) + yj (sin* + eos*) 2 = 2VshñxT"coslc 
Vói eos x + sin x — 0, ta duoc 

n 

tan x — —1 <=> x — - \- kn (k EZ) 

4 

Vói eos x + sin x > 0 vá eos x — sin x > 0 thi 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


Vsinx + eos* (Vcoslc^slñx + Vsinx + eos*) = 2Vsinx + 
Veos x — sin x + Vsinx + eos* = 2 


2 eos x + 2y¡ eos 2 x — sin 2 x — 4 
<^> eos 2 x — sin 2 x — (2 — eos x) 2 
<^> eos 2 x + 4 eos x — 5 = 0 


cosx — 1 
eos x — — 5 (loai) 

Váy nghiem cüa phirong trinh lá 


x = k2n (k G Z) 


x ~ 4 +k7T (k EZ) 

x — k 2 n 


BÁI TÁP TIT LUYEN 
5.2.15. Giái phu'O'ng trinh sau: 

a. Vi + sinx + eos x — 0 


b. (Vi — cosx + Veos x) eos 2x — — sin 4x 


Vi — sin 2x + Vi + sin 2x 

c. -— 4 eos x 

sin* 


d. sin* + V3 cosx + Jsinx + V3 cosx = 2 


eos* 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TlT LUYEN 


5.2.15. 

a. Phu'ong trinh tu'O'ng duang vái 

Vi + sinx = — eos x 


(i 

L 


cosx < 0 
+ sinx = eos 2 x 

cosx < 0 
sin 2 x + sinx = 0 


cosx < 0 
r sinx = 0 
Uinx = —1 


x 


cosx < 0 
x — kn 

= -^ + k2n (fc£Z) 


x = 7i + k2n 

^ i / o (fe G Z) 

x =-1- k2n v y 


b. Diéu kién : 

cosx > 0 (*) 

Phu'ong trinh trrang duang vái 

(vr — eos x + Veosx) eos 2x = sin 2x eos 2x 

rvr — eos x + Veos x = sin 2x (1) 
eos 2x = 0 (2) 

Vái phuang trinh (1) ta có 

í sin 2x > 0 

ll + 2-ycosx (1 — cosx) = sin 2 2x 
r sin 2x > 0 

~ ¡(2 eos 2 x - 1 ) 2 + 27 cosx( 1 -cosx) = 0 (vó nghi$m) 
Vái phuang trinh (2) ta có 

n 

x = + — + kn (fe G Z) 

4 


Két hop vái (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phuang trinh. 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Diéu kién : 


fsin 2x < 1 

sin2x > 1 sinx 0 x ^ kn (k £ Z) (*) 
* sinx =£ 0 


Plurang trinh tirang dirang vái 

VI — sin 2x + Vi + sin 2x — 2 sin 2x 


{ 


sin 2x > 0 

1 — sin 2x + 1 + sin 2x + 2Vi — sin 2 2x — 4 sin 2 2x 
sin 2x > 0 

Vi — sin 2 2x = 2 sin 2 2x — 1 

sin 2x > 0 

sin 2 2x > - 
2 

vi — sin 2 2x — 4 sin 4 2x — 4 sin 2 2x + 1 

V2 

sin 2x > — 

2 

,4 sin 4 2x — 3 sin 2 2x — 0 

' V2 

sin 2x > — 

2 

^ r sin 2 2x = 0 


sin 2 2x — — 
4 


v. 


' V2 

sin 2x > — 

2 

V3 

sin 2x = — 

2 

V3 

sin 2u =- 

U 2 


V3 

<^> sin 2x = — 
2 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirgng giác 


n 

x = — + kn 

„ (fc e Z) 

x = — + kn 
3 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa plurang trinh. 
d. 

Bát t — sin x + V3 eos x — 2 sin (x + — ), t > 0 (*) 

Khi dó, phirong trinh tro thánh 

yft = 2 — t 


ÍO < t < 2 (két hgp (*)) 

l t = t 2 - 4t + 4 

f 0 < t < 2 
U 2 -5t + 4 = 0 


r 0 < t < 2 

rt = i 

4 


C: 


<^> t = i 


Do dó, 


/ TTx i 

sin x H— = - 

V 3/ 2 


n 

x = -1- /c27t 

n (* e Z) 

X = — + /c27T 
2 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh hrong giác 


c. 


PHlTONG TRINH KHÓNG MÁU MÜC 

Các phuong trinh khóng máu mire lá các plurang trinh khóng có mot cách giái cu 
thé náo, thuang lá sur dung các bát dáng thúc hoác dao hám hám so dé dánh giá vá 
tim ra nghiem. 

Chúng thuang sír dung các bát dáng thúc sau: 

• —1 < sin x < 1 


-i ^ eos; 





A = B 


B = 0 


A + B = 0 
A < B < C 
-A > B > C 
A < B < C 
- A = C 


A = B = C 
A = B = C 


Bái 1: Giái các phuong trinh sau: 

a. sin 13 x + eos 14 * = 1 

b. sin 5 x + eos 5 x = 1 

Giái: 


a. Phuong trinh tuang duang vói 

sin 13 x + eos 14 x — sin 2 x + eos 2 x 
<=> sin 2 x (sin 11 x — 1) + eos 2 x (eos 12 x — 1) = 0 


Ta có: 


( ( S ^ n 2 X sin 2 x (sin 11 x — 1) < 0 

) tsnr x > 0 

)rCOSX<l_^ 2 r 12 iWn 
1 9 ^ => eos x (eos x — 1) < 0 

Vtcos z x > 0 

=> sin 2 x (sin 11 x — 1) + eos 2 x (eos 12 x — 1) < 0 
Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi: 


107 

TOANMATH.com 





Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


r sin x = 0 
Icosx = 0 
r sin* = 1 
Icos 2 x = 1 
(sin* = 1 
Icos* — 0 
r sinx = 1 


Ll 


eos x — 1 


n 


X ~ 2 + kU (k £ 1) 

x — k2n 


b. Plurang trinh tirang dirang vái 

sin 5 x + eos 5 x — sin 2 x + eos 2 x 


sin 2 x (sin 3 x — 1) + eos 2 x (eos 3 x — 1) = 0 


Ta có: 


í s ^ n x < ^ => sin 2 x (sin 3 x — 1) < 0 
Isnr x > 0 

C COSX <1 7 / ^ „ 

i ? ^ _ => eos x (eos x — 1) < 0 

Acos / x > 0 

=> sin 2 x (sin 3 x — 1) + eos 2 x (eos 3 x — 1) < 0 

Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi: 


T sin x — 0 
Icos* — 0 
fsinx = 0 
Icos* = 1 
fsinx = 1 
Icos* - 0 
fsinx = 1 
-Icos* = 1 


x = , ¡ + k2n (kel) 
x — k2n 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


Qua 2 bái tren chúng ta tháy ráng vói a, b khóng dóng thai báng 2, dang phuang trinh: 

sin a x + cos b x = 1 (*) 

Chúng ta thuang giái nhir sau: 

(*) <^> sin a x + cos b x — sin 2 x + eos 2 x 

<=> sin 2 x (sin a ~ 2 x — 1) + eos 2 x ( cos b ~ 2 x — 1) = 0 

Khi dó, chúng ta sü dung các dánh giá: 

( ( S ^ n 2 X ^ ^ => sin 2 x (sin a_2 x — 1) < 0 
) lsnr x > 0 

I r eos \x < 1 cos 2 x ( cos b -2 x — 1) < 0 
V.tcos z x > 0 

=> sin 2 x (sin a ~ 2 x — 1) + eos 2 x (cos b ~ 2 x — 1) < 0 

Den dáy, ta xét dáu " = " xáy ra khi vá chi khi: 

■ [sin a: = 0 
Icosa: — 0 
r sinx = 0 
lcos ft-2 x — 1 
ísin a_2 x — 1 
t cosa: = 0 
fsin a_2 x = 1 
xcos b ~ 2 x — 1 

Ngoái ra, chúng ta cüng có thé lám nhir sau : 

(sin a x < sin 2 x . a , b ^ ■ 2 , 2 

1 h 7 => sin x + eos r < sin x + eos x = 1 

(.eos x < eos x 

Den dáy, chúng ta cüng xét dáu " = " xáy ra dói vói phuang trinh (*). 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Bái 2: Giái các plurang trinh sau: 

a. 4 eos 2 x + 3 tan 2 x — 4V3 eos x + 2yÍ3 tan x + 4 = 0 

sin 10 x + eos 10 x sin 6 x + eos 6 x 

b. - 


4 eos 2 2x + sin 2 2x 


c. eos» * + sin 7 X + - (eos 3 * + sin 3 x) sin 2* = eos x + sin x 


Giái: 


a. Diéu kién: 


n 


eos x ^ 0 x — + kn (k G Z) (*) 

Phu'O'ng trinh tuong dirán g vói 

(2 eos x — V3) + (V3 tan x + l) =0 

^ Í2 eos x — V3 = 0 
^V3 tan x + 1 = 0 

V3 


eos X = 


tan x = 


2 

V3 


n 

x — — + k2n 
6 
n 

x =-1- k2n (k £ Z) 

6 
n 

x — -1- kn 

6 

n 

<=> x =- \- kn (k E Z) 

6 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cúa phirong trinh. 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


b. 


Diéu kién: 


4 eos 2 2x + sin 2 2x ^ 0 <=> 4 ^1 — - sin 2 2 x^j ^ 0 sin 2 2x — (*) 


Phirong trinh tu'O'ng drrong vói 

sin 10 x + eos 10 x 1 — 3 sin 2 x eos 2 x 
4 4 eos 2 2x + sin 2 2x 

3 

sin 10 x + eos 10 x 1 —~-sin 2 2* 

<=>-=-- 

^ 4 (l — ^ sin 2 2x) 

<=> sin 10 x + eos 10 x — 1 

<=> sin 2 (sin 8 x — 1) + eos 2 x (eos 8 x — 1) = 0 


Ta có: 


r sin* <1 . 2 / . q 

] . 2 ^ => sin 2 x (sin 8 x — 1) < 0 

tsm 2 x > 0 


r eos* < 1 


eos 2 x (eos 8 x — 1) < 0 


Acos 2 x > 0 
=> sin 2 (sin 8 x — 1) + eos 2 x (eos 8 x — 1) < 0 
Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi 


fsinx = 0 
Icos* = 0 
r sin* = 0 

Icos 8 * =1 kn 

r m 8 i ^^ X — {k £ Th) 

fsnr x = 1 2 

*-cos* — 0 
f sin 8 x — 1 
-^-cos 8 x — 1 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phu'ong trinh. 


c. Phirong trinh tu'O'ng dirong vói 

eos 5 * + eos 4 * sin * + sin 7 * + sin 6 * eos * = eos * + sin * 
eos 4 * (eos * + sin x) + sin 6 * (eos * + sin x) = eos * + sin * 
<=> (eos * + sinx)(cos 4 * + sin 6 * — 1) = 0 
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Chu'orig 5 : Phiremg trinh lirong giác 


cosa: + sin a: = 0 (1) 
eos 4 x + sin 6 x = 1 (2) 
Voi phirang trinh (1) ta có nghiém 


n 


x — - \- kn (k E 2) 

4 


Veri phu'orig trinh (2), ta tháy 

sin 6 x < sin 2 x 


(si 

eco 


eos 4 x < eos 2 x 


eos 4 a: + sin 6 x < 1 


Do dó, 

eos 4 x + sin 6 x — 1 <=> 
Vay nghiém cüa phircmg trinh lá 


feos 2 x — 1 

Isin 2 x = 0 v kn 
feos 2 x — 0 2 

Asin 2 x = 1 


71 


x =- \- kn 

\_n » e ® 

X 2 


Bái 3: Giái các phu'ong trinh sau: 

a. 8 eos 4x eos 2 2x + Vi — eos 3x + 1 

b. (eos 2x — eos 4a:) 2 = 6 + 2 sin 3x 

c. Vsinx + sin 2 x + sin x + eos x — 1 


= 0 


Giái: 

a. Phirong trinh tirorig du'tmg veri 

4 eos 4x (1 + eos 4x) + Vi — eos 3x + 1 
<=> (2 eos 4x + l) 2 + Vi — eos 3x — 0 


= o 


f2 eos 4x + 1 = 0 
eos 3x = 0 


eos 4a: = — 
2 

eos 3a: = 1 
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Chu'orig 5 : Phu'ang trinh lirong giác 


2n 

x - H-1- k2n 

~ 3 


n2n 


(k, n G 2) 


x — 


2n 


<^> x — ± — + k2n (k G 1) 

b. Phu'ang trinh tu'O'ng dirong vái 

4 sin 2 3x sin 2 x — 6 + 2 sin 3x 

Ta có : 

6 + 2 sin 3x > 4 (do sin 3x > —1) 

4 sin 2 3x sin 2 x < 4 ido í s * n ? x ~ ^ 

V ( sin 2 x <1 

Suy ra 

4 sin 2 3x sin 2 x < 4 < 6 + 2 sin 3x 
Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi 


n 


r sin 3x = —1 
sin 2 3x = 1 ^ x — — + k2n (/c G TL ) 
sin 2 x — 1 


Váy nghiém cüa phirong trinh lá: 


n 


x — — + k2n {k G 7L) 

c. Diéu kién : 

sin* > 0 (*) 

Phirong trinh da cho có thé viét lai thánh 


sinx 


+ Vsinx H- ( eos 2 x — eos x + = ( 

4 V 4/ 


sin* + 


eos x — -) =0 


<=> (Vsinx + eos x) (Vsinx — eos x + l) = 0 
Vsinx + eos x — 0 (1) 

<=> 

Vslrñx — eos x + 1 = 0 (2) 

Vái phirang trinh (1), ta có : 
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Chu'orig 5 : Phirong trinh lirong giác 


[ cosx < 0 
Isinx = 1 — si 


-1 + V5 


^sini = 


sin x 


-1 + V5> 


x = arcsm 


+ k2n (loai vi eos x < 0) 
f-l + yfS^ 


x — n — arcsm 


+ k2n 


Vói phirang trinh (2), ta có : 
Má vói moi x, ta déu có 


Vslñx = cosx — 1 


(Vsinx > 0 
cosx < 1 


1 


Do dó, 


Vsinx = eos x — 1 <^> í s * n x ^ <=> x = k2n (k G Z) 

Icos X = 1 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém cüa phirong trinh lá 

(-1 + V5^ 


x — n — arcsm 


+ k2n 


(k G Z) 


x — k2n 


Bái 4: Giái các phuxmg trinh sau: 

a. eos 2x — V3 sin 2x — a/ 3 sin x — eos x + 4 = 0 

3x 

b. cos2x + cos-2 = 0 

4 

c. 2 eos x + V2 sin lOx = 3 V 2 + 2 eos 28x sin x 

Giái: 

a. Ta bien dói phirong trinh tro thánh 

sin ^2x — —) + sin (x + — j = 2 

Ta tháy : 


ísin (2* - £ 

|S1 


/ 7T\ 

1 sin (x + —) 

=» sin | 

[ 2x-) 

1 + sin (x + — 

< 1 

^ 6/ 

V 6/ 

l v 6 / 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Dáu 


xáy ra khi vá chi khi 




n 

— + mn 
3 

71 

— + n2n 
3 


( m, n G 2) 


<^> x - — + k2n (k G 2) 


Váy nghiém cüa phirang trinh lá: 


n 

x = — + /c27t (/c G Z) 
b. Ta bien dói phircmg trinh trá thánh 


3x 

eos 2x + eos— - 2 
4 


Ta tháy : 


eos 2x < 1 
3x 

eos— < 1 
4 


3x 

eos 2x + eos— < 2 
4 


Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi 


(eos 2x — 1 
3x 

eos — = 1 
l 4 


x — mn 



% nn ( m, n GZ) 
3 


<=> x = 8 /c7t (k G 2) 


Váy nghiém cüa phuong trinh lá: 


x = 8kn (k G Z) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


c. Phuong trinh tu'O'ng duong vái 

2(cosx — eos 28* sinx) = 3V2 — V2 sin lOx 
Áp dung bát dáng thúc Bunyakovsky, ta có 

VT = eos x — eos 28* sin x < yjl + eos 2 28x < V2 

Mát khác : 

VP = 3V2 - V2 sin lOx > 3V2 - V2 = 2V2 
Do dó, phuong trinh tro thánh 

eos 2 28x = 1 (1) 
cosxcos28x = — sinx (2) 
sin lOx = 1 (3) 


Pluro’ng trinh (1) cho nghiém 
Phu'O’ng trinh (3) cho nghiém 
Suy ra 


kn 

x — — (k G 7L) 
28 


n nn 

x — -1-(n £ Z) 

20 5 v 7 


Khi dó, 

Suy ra 


kn n nn 

28 = 2Ó + T <= * 5(fc_7) = 28(?1 ~ 1 


(k 7 28t ^ 6 

t n - 1 = St 

(28 1 + 7)n n 

x — - — — + tn (t E 2) 

28 4 


Nghiém náy chi thóa man phuong trinh (2) néu t chán. Do dó, nghiém cüa phuong trinh 


n 


x — — + m2n (m G 2 ) 
4 


Bái 5: Giái các phuong trinh sau: 
, 5 

a. 6 — 4x — x —- 


■ y y 

sin —eos — 

x x 


b. tan 4 x + tan 4 y + 2 cot 2 x cot 2 y = 3 + sin 2 (x + y) 

c. tan 2 x + tan 2 y + cot 2 (x + y) = 1 


(2 1 \ 2 / 2 1 \ 2 1 

d. sin x H--— + eos x H--— = 12 + -siny 

V sin z x/ V cos z x/ 2 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


Giái: 


a. 


Diéu kién 


Ta có : 


y y 

sin —eos- 

X X 

Váy phuang trinh chi thóa khi vá chi khi 
Í6 — 4x — x 2 = 10 


X 0 

, 2 y (*) 

Isin— gt 0 ^ J 
x 


'6 — 4x — x 2 = 10 — (2 + x) 2 < 10 
5 10 

> 10 


■ 2 y 
sin — 

x 


x — —2 


. 2y 

sin — 

x 


= 1 ~\y = -l + k2n (kel) 


Két hgp vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phuang trinh. 
b. Diéu kién : 

ísin 2x ^ 0 


í si 

(si 


sin 2y ^ 0 


(*) 


Theo bát dáng thúc Cauchy, ta có : 

tan 4 x + tan 4 y > 2 tan 2 x tan 2 y 

Suy ra 

VP > 2 (tan 2 xtan 2 y + cot 2 x cot 2 y) 
Lai theo bát dáng thúc Cauchy, ta duoc : 

tan 2 x tan 2 y + cot 2 x cot 2 y > 2 
Nén VP > 4. Mát khác, ta tháy 

VT = 3 + sin 2 (x + y) < 4 
Do dó, phuang trinh chi thóa khi vá chi khi 

tan 4 x = tan 4 y (1) 
tan 2 x tan 2 y = cot 2 x cot 2 y (2) 
sin 2 (x + y) = 1 (3) 


Tú (1) vá (2) ta có 


Két hgp vói (3) ta duge 

n 


tan 2 x — tan 2 y = 1 


x — — + kn 

^ (fc,m£2)v 

y — —I- mn 
4 


n 

x =-t- kn 

^ (k, m E 

y — -1- mn 

4 


Thü lai vói (*), ta nhán nghiém trén lá nghiém cúa phuang trinh. 












Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


c. Diéu kién : 

cosa: ^ 0 
eos y 0 (*) 

lsin(x + y) ^ 0 

Ta có : 

1 — tan x tan y 

cot(x + y) =-=> tan x cot(x + y) + cot(x + y) tan y + tan * tan y = 1 

tan x + tan y 

Ta tháy : 

tan x cot(x + y) + cot(x + y) tan y + tan x tan y 

tan 2 x + cot 2 (x + y) + cot 2 (x + y) + tan 2 y + tan 2 y + tan 2 x 


Nén 

1 = tan x cot(x + y) + cot(x + y) tan y + tan x tan y < tan 2 x + tan 2 y + cot 2 (x + y) 
Vay phu'orig trinh chi thóa khi vá chi khi 


Tan x = cot(x + y) 
cot(x + y) = tan y 

V3 * 

tan x = + — 

“ 3 



y — —I- mn 
6 


n 

x — -t- kn 

6 
n 

y — -1- mn 

6 


(k, m£l) 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém tren lá nghiém cüa phirong trinh. 
d. Diéu kién : 

sin 2x ^ 0 (*) 

Ta có : 

VT = (sin 4 x + eos 4 x) (1 H- 

V si 

1\ 25 


sin 4 x eos 4 x 


) + 4 = (l-Ísi^2x)(l +¡ ^) + 4 


/ 1 \ ¿b 

>(l- 5 )(l + 16)+4 = T 


Mát khác, 


1 25 
VP = 12 + - sin y < — 

2 2 


Do dó, phuong trinh chi thóa khi vá chi khi 

n kn 

x = — 1- 

4 2 


(sin 2 2x = 1 
1 sin y = 1 


n 


(k, m£l) 


y = — + m27r 
^ 2 


Két hop vói (*), ta nhán nghiém trén lá nghiém cüa phuong trinh. 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


Bái 6: Giái các phuong trinh sau: 


/ cos2x\ 4 

a. 3 (1 H- -— ) + 4 tan 6 x — 7 

V cos ¿ xJ 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2006) 

1 1 

b sin 4 ^ 26 x — cos 4 ^ 26 x -- 

sin 2007 x cos 2007 x 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2007) 

c. eos 5x + cosx = sin 3x — eos 3x 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2008) 


Giái: 

a. Diéu kién: 


Ta dát: 


Phu'O'ng trinh dirá vé dang 
Má ta có : 


x ^ —+ kn (*) 
2 

Icos 2 x 
u = - - —I- 1 

cos / x 

v — tan 2 x 


3u 4 + 4v 3 = 7 (1) 


eos 2 x eos 2x + 1 

u + v = --—I- (1 + tan 2 x) =--- 

cos ¿ x cos^x 


2 eos 2 x 
eos 2 x 


Do dó, 

(1) <=> 3u 4 + 4(2 - u) 3 = 7 

<=> (u - l) 2 (3u 2 + 2u + 25) = 0 
>o 

u — 1 

Thay váo (1), ta drroc : 

n 

tan x = ±1 <=$> x = ± — + kn (k El) 

4 

Két hop vói (*), ta nhán nghiem tren lá nghiem cüa phuong trinh. 

b. Nhán xét sin x — +1 klióng lá nghiem cüa phuong trinh vi néu sin x — ± thi 

phuong trinh khóng thóa man. Tuong tu, eos x — ±1 khóng lá nghiem cüa phuong trinh. 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lirorig giác 


Kháo sát hám só: f(t) — t 


_ j-1975 


t 


2007 


tren t G (—1; 0) U (0; 1) 


2007 


f'it ) = 19751 1974 + 7 ^ > 0 vói t G (-1; 0) U (0; 1) 


t 

Nén hám só táng tren mói khoáng xác dinh. Ngoái ra hám só náy vói t G (0; 1) se chi 
nhán giá tri ám vá vói t G (0; 1) chi nhán giá tri duong. Cho nén mói giá tri /(t) tren 
khoáng náy khóng thé úng vói giá tri cüa f(t) tren khoáng kia. 

Cho nén phuong trinh / (sin x) = /(eos x) tirong duong vói sin x — eos x (*). 

n 

Giái (*) thi ta duoc nghiém x — — + kn (k G TL) 

4 


c. 


Néu x — kn (k G Z) 


r VT = eos Skn + eos kn = +2 
Ivp = sin 3kn — eos 3kn = +1 


Do dó, phuong trinh khóng có nghiém x = kn. 

Néu x ^ kn (k G 7L). Ta nhán 2 vé phuong trinh cho 2 sin x, ta duoc 

sin 6x — sin 4x + sin 2x — — eos 4x + eos 2x — sin 4x + sin 2x 
<^> 2 sin 3x (eos 3x — sin x) — 0 
sin 3x — 0 

eos 3x — sinx = eos — x ) 
kn 

x = — (k ^ 3h, h G Z) 

n mn 
x — —I- 

° n ^ ( m, n GZ) 

x — - 1 - 7171 

4 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


Bái 7: Giái các phuang trinh sau: 

a. (2 eos 3x + 6 eos x + l) 3 = 162 eos x — 27 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2008) 

k 32009 x+ 3 cosx g2009x+4cos 3 x o 3 ^. = 0 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2009) 

c. sin* 2 °°Vsin 2 x + 2008 — (eos* + l) 2 °°Vcos 2 x + 2 eos* + 2009 

= cosx — sin* + 1 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2009) 

d. tan x — eos 2 Í2x 4- ) + sin 2 (x -I-) + sin x sin Í3x -\ -1 

V 12/ V 12/ V 6 ) 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2010) 


Giái: 

a. Dát t — 2 cosx, |t| < 2. Ta có : t 3 + 1 = 3\¡3t — 1 
Lai dát u — \¡3t — 1. Ta có he 

f 1 3 = 3u — 1 
Uí 3 = 3t — 1 

Trir 2 phuang trinh theo túng vé, ta duge 

t 3 — u 3 — 3 (u — t) 

<=> (t — u) ( t 2 + tu + u 2 + 3) = 0 
> o 

Tú dó suy ra t — u t 3 — 3t +1 = 0 
Váy 

8 eos 3 x — 6 eos x + 1 = 0 


<=> 2 eos 3x + 1 = 0 
1 

eos 3x — — 

2 

2n k2n 

x — ± — -I—— (k G 71) 


b. Phuang trinh tuang duang vái 

g 2009 x+ 3 cosx _ 22009 x+ 4 cos 3 x _ 3(4 COS 3 X — 3 COS x) 

<=> 3 2009x+3cosx + 3(2009x + 3cosx) = 3 2009x+4cos3x + 3(2009x + 4eos 3 x) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lirorig giác 


Xét hám só 

f(t) = 3 f + 3t,t £ R 
f'(t) = 3Mn3 + 3 > 0 
Do dó, f(t) dóng bien. Vay ta suy ra 

2009* + 3 cosx = 2009;*: + 4cos 3 x 
<^> eos 3x — 0 
n kn 

<=> X — -1-(/í E 7tí) 

6 3 

c. Phu'ong trinh tuong duong vói 

sin x 2 °°Vsin 2 x + 2008 + sin x — (eos x + 1) 2 °°y(cosirTT)M^2008 + eos x + 1 
Xét hám só 

/(t) = t + t 2 °°Vt 2 + 2008, t 6 R 


f'(t ) = 1 + 200 Vt 2 + 2008 + 


1004' 200 y( t 2 + 2008) 2007 


> 0 


Do dó, /(t) dóng bien. Khi dó, phirong trinh tuong duong vói 

x = ^+k2n (fcez) 


l-X = 7T + /c27T 


sin* = eos x + 1 

d. Ta có: 

sin(a + b ) sin(a — tí) — sin 2 a eos 2 b — eos 2 a sin 2 b 

— (1 — eos 2 a)(l — sin 2 b) — eos 2 a sin 2 b 


Suy ra 


eos 2 a + sin 2 b + sin(a + b) sin(a — tí) — 1 (1) 

571 57T 

Dát a — 2x1- ;b — x -\ - 

12 12 

Phuong trinh (1) tro thánh: 

eos 2 ^ 2x + — j + sin 2 ^ + sin x sin ^ 3x + — ^ = 1 


Do dó, phuong trinh da cho tro thánh 

n 

tan x — 1 x — — + kn (k E 2) 
4 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


Bái 8: Giái các phuang trinh sau: 


( i— eos 2x 

1 H—~ 1 

/ 1 \ n 

b. ^tan x + - cot x J = sin n x + cos n x ,n E N, n > 2 

3 + sin* + cosx 

c. sinx + cosx — sinxcosx = 1 — ln- 

4 + sin x cosx 

Giái: 


a. Ta xét các truang hap : 

- eos 2x > 0 thi eos 2 x > sin 2 x. Suy ra 

, x cos 2 x , . sin 2 x 

(2 + V2) > (2 + V2) 

, ^ sin2x (n , ,-^cos 2 * R COS2X /-N 

(^2 + V2J — (^2 + V2J + ^2 — V2J < (^2 — V2J 

Mát khác : 



Do dó, phuang trinh vó nghiém. 

- eos 2x < 0, chúng minh tuang tu, ta duge : 


, N sin 2 x , ,cos 2 x , _ N cos2x / V2' 

(2 + V2) - (2 + V2) + (2 - V2) > 1 > í 1 + — 

Do dó, phuang trinh vó nghiém. 

- eos 2x — 0, ta tháy ho nghiém thóa man phuang trinh da cho. 

Váy phuang trinh có nghiém 


x = 


n kn 


—I-(/c G Z) 

4 2 


2x 

< 1 


eos 2x 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


b. Diéu kién : 

sin 2x 0 (*) 

- n = 2, phu'ong trinh da cho tro thánh 


tan x + -cota: I = 1 


Theo bát dáng thúc Cauchy, ta có : 


1 1 

tan 2 x H-cot 2 x + — > 1 

16 2 


Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi 


1 1 

tan x — ±- x — ± arctan - + kn (k G Z) 


n > 2, theo bát dáng thúc Cauchy, ta có : 


1 n 
tana: + - cota: 

4 


= ^|tan x\ + - |cotac| j >1 


Mát khác : 


( |sin n x\ < si 
l|cos n a:| < ct 


< sin x 
| < eos 2 X 


2 —. |sin n a:| + |cos n x| < 1 


Nén 


|sin n x + cos n x\ < |sin n x\ + |cos n x\ < 1 < 


tana: + - cota: 
4 


Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi 


|sin n a:| = sin 2 x 
|cos n a:| = eos 2 x 
1 

|tanar| = - |cota:| 
4 


x = mn 

x = — + mn 
2 

1 

|tanar| = — | cot a: | 
4 


Ta tháy he tren vó nghiém. Do dó, két hop vói (*), ta có nghiém cüa phuong trinh : 


x — ± arctan — + kn (k E Z) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


c. Ta có : 

3 + sin x + eos x = 3 + V2 sin (x + — j > 0,Vx 

1 

4 + sin x eos x — 4 + - sin 2x > 0,Vx 

2 

Do dó, phu'ong trinh luón xác dinh. Khi dó, ta dua phuong trinh tro thánh 

ln(4 + sin x eos x) + 4 + sin x eos x — ln(3 + sin x + eos x) + 3 + sin x + 
Ta dát 

r u — 4 + sin x eos x > 0 
Ir? = 


Phuong trinh dua ve dang 
Ta xét hám só : 


lu = 3 + sin x + eos x > 0 
\nu + u — \nv + v 


f(t) = ln t + t, t > 0 

f'(t) = l+ i>o 

Do dó, hám só dóng bien tren (0, oo). Khi dó, 

f(u ) = f(y) <=> u — v 

<^> 4 + sin x eos x — 3 + sin x + eos x <=» (sin x — 1) (1 — eos x) — 0 


rsinx = 1 
Leos* = 1 


x - 2 + k2n ( fc £ Z ) 
x — k2n 


Bái 9: Giái các phuong trinh sau: 

5 

a. sinx + sin 2x + sin 3x — - 

2 

b. tan 2 x + tan 2 2x + cot 2 3x — 1 

c. 2 log 3 tanx = log 2 sinx 


Giái: 

a. Theo bát dáng thúc Bunyakovsky, ta có : 

sin x + sin 3x + sin 2x — 2 eos x sin 2x + 2 sin x eos x 

< 2^ (eos 2 x + sin 2 x)(sin 2 2x + eos 2 x) — 2-v/sin 2 2x + eos 2 x 



25 

/ 1\ 2 

5 

5 

2 

— 

eos 2x - 

< 2.— — 

— 

A 

16 

V 4/ 

4 

2 


Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi 


cosx 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


eos 2x — - 
4 

cosx sinx 


2 eos 2 x — — 


cosx — - 
4 


^sin2x cosx 
Ta tháy, he náy vó nghiem. Do dó, phuong trinh vó nghiem. 
b. Biéu kién : 

cosx =£ 0 


Ta có : 


¡eos 2x =£ 0 (*) 
kSin 3x^0 


1 tan 2x + tan x 

— tan(2x + x) = 


cot 3x ' 1 — tan 2x tan x 

<^> tan x tan 2x + tan 2x cot 3x + cot 3x tan x = 1 
Theo bát dáng thúc Bunyakovsky, ta có : 

1 = tan x tan 2x + tan 2x cot 3x + cot 3x tan x < tan 2 x + tan 2 2x + cot 2 3x 
Dáu " = " xáy ra klri vá chi khi 

2 tan x 

= tan x ^ f x — kn 


tan x — tan 2x — tan 3x ^ _ tan 2 x 

cot 3x = tan x 

Ta tháy, he tren vó nghiem. Do dó, phirong trinh vó nghiem. 
c. Diéu kién : 

ftanx > 0 


o n (fc e 2) 
lcot3x = 0 v 


Isinx > 0 

Phuong trinh tuong duong vói 

log 3 tan 2 x = log 2 sin x log 3 ■ 
Ta dat t — log 2 sin x thi sin x = 2 f . Khi dó, 


(*) 


sin 2 x 


sim x 


= log 2 sinx 


l0g; 


4 t 


1 -4 t 


= t <=> fí) + 4 f = 1 (1) 


Ta xét hám so : 


m = ($+x 

/4\ t 4 

f'(t ) = ln- + 4 f ln4 > 0 

Do dó, hám so dóng bien tren IR. Má ta tháy /(—1) = 1 nén t — — 1 lá nghiem duy nhát 
cüa phuong trinh (1). 

Vói t — — 1 thi 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


sin* = - 
2 


n 

x — — + k2n 

L « e » 

x =-1- k2n 

6 

Két hop vói (*), nghiem cüa plurang trinh lá : 

n 

x — — + k2n (k £ 2) 

6 


BÁI TÁP TÜ LUYEN 

5.2.16. Giái các phuong trinh sau: 

a. 3 sin 5 x + 5 eos 5 x = 5 

b. sin 7x + eos 2x — 2 

Sx 

c. eos 3x + eos — — 2 = 0 

4 

d. sinx + cosx = V2(2 — sin 3x) 

e. sinx + cosx = V2(2 — sin 7 x) 

5.2.17. Giái các phirong trinh sau: 

a. V3 — eos* — Veos* + 1 — 2 

b. eos 3x + y¡2 — eos 2 3x = 2(1 + sin 2 2x) 

c. eos 2x + eos 4x + eos 6x — eos x eos 2x eos 3x + 2 

1 

d. tan 2x + tan 3x H-= 0 

sinxcos2xcos3x 

e. eos 2 3x eos 2x — eos 2 x = 0 
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Chircmg 5 : Plurang trinh lirang giác 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TlT LUYEN 


5.2.17. 


a. Diéu kién: 


eos* < 3 


X E 


tcosx > —1 
Klii dó, plurang trinh tirang duang: 

V3 — cosx = 2 + Veos* + 1 

<=> 3 — eos x — 5 + eos x + 4Vcosx + 1 

—2(cosx + 1) = 4Vcosx + 1 (1) 


Lai có: 


4Vcos x + 1 > 0 
-2(cosx + 1) < 0 


Khi dó, 


4Vcosx + 1 = 0 


b. Diéu kién: 


^ ^ [—2(cosx + 1) = 0 


<=> eos X = —1 

<=> x — n + k2n (k E Z) 

eos 2 3x < 2 ^ r G 


Áp dung bát dáng thúc Bunyakovsky, ta có: 

(l. eos 3x + 1. y]2 — eos 2 3 x') < 2(cos 2 3x + 2 — eos" 
=> eos 3x + y¡2 — eos 2 3x < 2 

Lai có: 

2(1 + sin 2 2x) > 2 
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Chu'orig 5 : Phirang trinh lirong giác 


Khi dó, phirang trinh tiromg duang vái 



2 2x = 0 


— eos 2 3x 




eos3x = 1 
kn 


= — (k E Z) 

<^> x = m27r (m G Z) 

Váy nghiém cüa phu'O’ng trinh lá: 

x — m2n ( m E 7L) 
c. Phu'O'ng trinh tircmg dirong vái 


eos 2x + eos 4x + eos 6x — eos x eos 2x eos 3x + 2 

1 



<=> eos 2x + eos 4x + eos 6x — 3 


Ta có: 


eos 2x < 1 

eos 4x < 1 => eos 2x + eos 4x + eos 6x < 3 
eos6x < 1 


Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi: 


eos 2x = 1 

eos 4x — 1 x = kn (k E Z) 
eos 6x = 1 


Váy nghiém cüa phirong trinh lá: 

x = kn (k E Z) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lirang giác 


d. Diéu kién: 


sin 2x eos 2x eos 3x + 0 (*) 


Khi dó, phuong trinh tu'O'ng duong vói: 

sin 2x sin 3x 1 

- 1 - 1 -— 0 

cos2x eos 3x sinxcos2xcos3x 

<=> sin x (sin 2x eos 3x + sin 3x eos 2x) + 1 = 0 


<^> sinx sin 5x — —1 


sinx = 1 
sin 5x — —1 


sin x = —1 
sin 5x = 1 




Váy phu'O'ng trinh vó nghiém. 
e. Phu'O’ng trinh tirang duong vói 

(1 + eos 6x ) eos 2x — 2 eos 2 x — 0 
<=> eos 2x + eos 6x eos 2x — 2 eos 2 x = 0 
<^> eos 6x eos 2x — 1 
eos 8x + eos 4x — 2 


Ta có: 


reos 8x < 1 _ 
Icos 4x < 1 

Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi: 

feos 8x = 1 


eos 8x + eos 4x < 2 


KIT 

<=> x = — (/cGZ) 
eos 4x = 1 2 


Váy nghiém cúa phuong trinh lá: 


x = 


kn 


— (k £ Z) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


d. PHlTONG TRINH CÓ CHÍTA THAM SO 

- Ó nhüng phuong trinh náy, chúng ta có mot so phu'ang pháp thóng dung thuong 
gáp nhir sau : 

• Phirong pháp luong giác : 

■ Phuxmg trinh có dang eos f(x) = m, sin f(x) = m,f(x) £ Meó 
nghiém khi vá chi khi |m| < 1. 

■ Phuong trinh có dang a eos f(x) + b sin f(x) = c,f(x ) G IR có 
nghiém khi vá chi khi a 2 + b 2 > c 2 . 

■ Chú y : Néu mién giá tri cúa f(x) klióng phái IR thi diéu kién tren chi lá 
diéu kién cán. 

• Phuong pháp dai só : Cho phuong trinh luong giác (1) có chúa tham só, so 

dó giái vá bien luán có thé theo các thú tu sau : 

■ Bién dói (1) thánh phuong trinh (2) có thé dát án phu, ó dáy có thé 
xuát hién diéu kién (I). Nghiém cúa phuong trinh (1) cüng lá nghiém 
cúa phuong trinh (2) vói diéu kién (I). 

■ Xét phuong trinh (2), dát án phu dé tro thánh phuong trinh dai só (3) 
kém diéu kién cúa án phu lá (II). 

■ Néu diéu kién (I) có thé bién dói thánh diéu kién (III) tuong duong 
trong án phu thi ta két luán : Diéu kién cán vá dü dé (1) có nghiém lá 
(3), (II), (III) có nghiém. 

■ Trong truúng hop (I) khóng thé bién dói thánh diéu kién mói trong án 
phu, ta phái kiém tra truc tiép nghiém cúa (1) khi cán phái dói chiéu 
diéu kién (I). 

■ Bái toán sé ít phúc tap han néu ta có khóng có diéu kién (I), nghia lá 
(1) tuong duong (2). 

• Phuong pháp dung mién giá tri : 

■ Phuong pháp náy chi dung duoc sau khi bién dói phuong trinh luong 
giác thánh phuong trinh dai só chi có bác nhát hoác bác hai. Báng 
phuong pháp dao hám hay phuong pháp bát dáng thúc, ta khóng cán ve 
dó thi hám só má chi cán mién giá tri khi cán tina diéu kién dé phuong 
trinh có nghiém. 

- Nhác lai cóng thúc so sánh nghiém : Cho phuong trinh bác hai ax 2 + bx + c = 0, 
vói a ^ 0, Id hiéu lá f(x), có hai nghiém x ± < x 2 vá hai só a < /?. Ta có 

• x ± < a < x 2 khi vá chi khi 

af(a ) < 0 
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• x ± < x 2 < ce khi vá chi khi 


A > 0 
af(a ) > 0 
5 

- a < 0 

2 


• a < x t < x 2 khi vá chi khi 


í A > 0 
J afia ) > 0 

(2 “ a > o 

• a < x ± < /? < x 2 khi vá chi khi 

r af(a) > 0 
(af(¡3) < 0 

• x ± < a < x 2 < /? khi vá chi khi 

(af(a ) < 0 

la/(/?) > 0 

• x ± < a < /? < x 2 khi vá chi khi 

(af(a ) < 0 

(a/(/?) < 0 

• a < x t < x 2 < ¡3 khi vá chi khi 

r A > 0 
afia) > 0 
< afifi) > 0 
5 

a < - < fi 


Bái 1: Binh m dé plurang trinh sau có nghiém: 

a. (m — 1) sin x + (2 — m) = 0 

b. m eos x — 1 — (2 m + 3) eos x 

c. 2 sin 2 x — sin x eos x — eos 2 x — m 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Giái: 

a. Ta xét 2 tnrong hap 

Khi m — 1 thi 0 sin x — —1 (vó ly). 

Khi m 1 thi 


m — 2 

sin x =- 

m — 1 


Plurang trinh có nghiém khi vá chi khi 

m — 2 3 

-1 <-< 1 « m > - 

m — 1 2 

b. Dirá plurang trinh vé dang 


(m + 3) eos x — —1 


Khi m — — 3 thi 0 eos x = — 1 (vó ly) 


Khi m — 3 thi 


eos x — 


-1 

m + 3 


Phirong trinh có nghiém khi vá chi khi 

m + 3 Lm < -4 

c. Ta bien dói phirong trinh tro thánh 

sin 2x + 3 eos 2x — —2m + 1 
Khi dó, dé pluro’ng trinh có nghiém thi 

1 + 9 > (—2 m + l) 2 
<^> 4m 2 — 4m — 9 < 0 

1 - Vio 1 + Vio 

<=>- <m< --- 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


Bái 2; Cho phirang trinh eos 2x — (2 m + 1) eos x + m + 1 = 0 


a. Giái phuong trinh khi m — — 


, (n 3n\ 

b. Tim m dé phuong trinh có nghiém váo khoáng ; — J 


Giái: Ta bien dói phuong trinh tro thánh 

2 eos 2 x — (2 m + 1) eos x + m — 0 


eos* =- (*) 
L cos x = m 


a. 


Khi m — — , phuong trinh tro thánh 


(*) 


eos X = - 7r 

2 ^ <^> x — ±— + k2n (k E Z) 

cosa: = - > 1 (loai) 


b. 


/n dtc \ 

Khi a: £ I—; —1 thi cosa: £ [— 1; 0) 
Khi dó, 


(*) 


eos* = - £ [—1; 0) (loai) 


cosa; = m 


eos x = m 


Ta có : 


cosa: E [—1; 0) m E [—1; 0) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


Bái 3: Cho phuong trinh sau: 


(1 — a) tan 2 x 


+ 1 + 3a — 0 


cosx 


a. Giái phu-cmg trinh khi a = — 


b. Tim a dé phu-cmg trinh có nhiéu han mót nghiém tren (O; —) 


Giái: Diéu kién: 

/c77" 

eos x 0 ^ — + kn (k £ Z) (*) 

Phuong trinh tirang duang vái 

(1 — a) sin 2 x — 2 eos x + (1 + 3a) eos 2 x 
<=» 4a eos 2 x — 2 eos x + 1 — a = 0 
<^> (2 eos x — l)[a(2 eos x + 1) — 1] = 0 


= 0 


eos X — - 
2 


( 1 ) 


a(2 cosx + 1) — 1 = 0 


a. 


Khi a = - thi 

1 7T 

eos * = — x = + — 4- k2n (k £ Z) 

Két hop vói (*), ta nhan nghiém trén lá nghiém cüa phuong trinh. 
b. 


Khi x £ (0; —) thi eos x £ (0; 1) 
Ta có: 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


( 1 ) 


cosa: = - G (0; 1) 


. 2 a cosa: — 1 — a 

Khi dó, yéu cáu bái toán tirorig dirong vói 


a =£ 0 
1 — a 

0 <-< 1 


2a 
1 — a 


2a 


* 0 



Bái 4: Cho phuang trinh 

eos 4x + 6 sin x eos x — m 

a. Giái phu-cmg trinh khi m = 1 

b. Tim m dé phircmg trinh có 2 nghiém phán biét tren [(); — 

Giái: Phuang trinh dua ve dang 

2 sin 2 2x — 3 sin 2x + m — 1 = 0 


a. 

Khi m = 1, phuang trinh trá thánh 

2 sin 2 2x — 3 sin 2x = 0 

sin 2x — 0 
<=> 3 

sin 2x = — - < — 1 (loai) 

k 7T 

x — — (k ez) 

b. 

Khi a: G |0; —J thi sin 2x G [0; 1] 

Dát f{x) — 2 sin 2 2x — 3 sin 2a: + m — 1 
Khi dó, yéu cáu bái toán tuang duang vái 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


í A > 0 
/(O) > 0 
/( 1 ) > 0 
5 

0 < -< 1 


17 

2 < m < — 
8 


Bái 5: Tim m dé phircmg trinh sau có nghiém 

VTT 2 eos x + Vi + 2 sin x = m 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2008) 

Giái: Khóng mát tính tóng quát, ta chi can xét nghiém trén [- n, n] 

Biéu kién: 

x 6 

Ta có : 

|2 + 2(sin* + cosx) + 2Vi + 2 eosx Vi + 2 sinx = m 2 (*) 


n 2n 

6'T 


m > 0 


Bát t — sin x + cosx. 
n 2n 

6'T 


VÓi X £ 


thi t £ 


V3 - 1 


;V2 


Mát khác, ta lai có : t 2 — 1 + 2 sin x eos x. Do dó, 
Xét hám só 


(*) 2 + 2t + 2V2 1 2 + 2t — 1 = m 2 

VI - 1 


/(t) = 2t + 2 + 2y¡2t 2 + 2t - 1, t £ 


4t + 2 

/'(t) = 2 + ¡ > 0 

V2t 2 + 2t-l 


;VI 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lirorig giác 


Tír báng bien thién, ta két luán ráng phuang trinh có nghiém khi vá chi khi 


íV3 + l<m 2 <4(V2 + l)^ V 3 + 1SmS2 U +1 
1 m > 0 ^ ^ 


Bái 6: Xác dinh m dé phuang trinh 

eos 3x — eos 2x + m eos x — 1 = 0 
có dúng 7 nghiém thuoc —; 2n^ 

(DH Y Duoc Tp.HCM 1999) 


Giái: Phuong trinh tuong duong vói 

4 eos 3 x — 3 eos x — (2 eos 2 x — 1) + m eos x — 1 = 0 
<=> eos x (4 eos 2 x — 2 eos x + m — 3) = 0 
eos x — 0 (1) 

.4 eos 2 x — 2 eos x + m — 3 = 0 (2) 

Vói phuong trinh (1), ta có nghiém 


n 


x — — + kn (k GZ) 


Dor£ 


( 4*0 


nen 


n 3n 

x — — \/ x — — 
2 2 


Vói phuong trinh (2), ta dát t — eos x ,\t\ < 1. Khi dó : 

f(t) = 4t 2 - 2t + m - 3 = 0 (3) 

Do phuang trinh (1) có 2 nghiém phán biét vói moi x, nén ta can xác dinh m dé phuong 

/ 7T \ (TC 371) 

trinh (2) có 5 nghiém phán biét thuoc khoáng í-; 27 tJ \ j —; —| 

2 12 2 ) 

Khi dó, phuong trinh (3) có 2 nghiém t ± , t 2 thóa diéu kién 

-1 < t ± < 0 < t 2 < 1 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


r 

<^> < 

V 


4./(O) < 0 
4./(—1) > 0 <=> 
4./(l) > 0 


f m < 3 

| m > — 3 1 < m < 3 

v m > 1 


Bái 7: Cho phuong trinh tham so m 


2 eos 2x + sin 2 x eos x + eos 2 x sin x — m(sin x + eos x) 

a. Giái phircmg trinh khi m — 2 


b. Tim m dé phircmg trinh có ít nhát 1 nghiém thuoc 

r 

N 


(DH Su Pham Tp.HCM 2001) 


Giái: Plurong trinh tirong ducmg vói 


2(eos 2 x — sin 2 x) + sin x eos x (sin x + eos x) — m(sin x + eos x) 


<^> (sin x + eos x) [2 (eos x — sin x) + sin x eos x — m\ — 0 
sin* + eos* = 0 (1) 

.2 (eos x — sin x) + sin x eos x — m — 0 (2) 

Vói phuong trinh (1), ta có nghiém 


n 

x — -1- kn (k G Z) 

4 

Vói phuong trinh (2), ta dát t = eos x — sin x ,\t\ < V2. Khi dó, phuong trinh (2) tro 
thánh 


—t 2 + 4t + 1 = 2 m (3) 


a. 


Khi m — 2 thi 


(3) <^>t 2 — 4t + 3 = 0«=» 


eos 


/ 7Tx V2 

(* + l) = T 


t = 1 
t = 3 (loai) 
x = k2n 

=--+ k2n ( k E ^ 


Váy phuong trinh có nghiém 


139 

TOANMATH.com 










Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


x = k2n 

x = -\+ k ^ ( kez) 

n 

x — - \- kn 

L 4 

b. Ta có : 

0 < x < — =>— 1 < V2 eos (x + — ) < 1 => t G [—1; 1] 

Do dó, ta can xác dinh m dé phirong trinh (3) có nghiem t G [—1; 1], Xét hám só : 

f(t) = -t 2 + 4t + 1, t G [-1; 1] 

/'(t) = -2t + 4 > 0 

Hám só dóng bien tren [—1; 1], Ta có : 

(/(-!) = -4 
1 /(l) — 4 

Khi dó, yéu cáu bái toán tirong diro'ng vói 


—4 < 2 m <4^>—2<m<2 


Bái 8: Giái vá bien luán phuong trinh theo tham só m 

m 2 sin 2 x + m 2 — 2 
1 — tan 2 x eos 2x 

Giái: Diéu kién : 


( eos x 0 
tanx +1 (*) 
eos 2x^0 


Phuong trinh tuong duong vói 


m 2 eos 2 x — sin 2 x + m 2 — 2 


Khi dó, ta dát t — eos 2 x, t G [0,1]. Ta dua phuong trinh vé dang 


(m 2 + l)t — m 2 — 1 <^> t — 


m 


m 2 + 1 


( 1 ) 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lirorig giác 


Tuy nhién, do diéu kién (*) ta duoc 

Co,i]\{|} 

Do dó, dé phuong trinh da cho có nghiém thi 

{ m 2 — 1 

° < m 2 + 1 “ 1 ^ ( \m\ > 1 
m 2 - 1 1 l\m\ ± V3 

m 2 + 1 ^ 2 

Ta tháy, tu phuong trinh (1), ta có thé suy ra nghiém cüa phuong trinh lá 

m 2 — 3 

x — + árceos —-- \- kn (k E Z) 

m 2 + 1 

Bái 9: Binh m dé phuong trinh sau có nghiém 

m eos* m + sinx 

2cos2x —1 (eos 2 * — 3 sin 2 x)tanx 

Giái: Ta có : 

2 eos 2x — 1 = eos 2 x — 3 sin 2 x — 1 — 4 sin 2 x 


Nén ta có diéu kién cüa bái toán lá 


f sin2 **iO) 

isin 2x^0 

Phuong trinh dua vé dang 

m sin x = m + sin x (1) 
Bát t = sin x,\t\ < 1, phuong trinh (1) tro thánh 

(m — 1 )t = m (2) 

Ta tháy, m — 1 khóng lá nghiém cüa phuong trinh (2) nén 

m 

t = - 

m — 1 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lirorig giác 


Tuy nhién, do diéu kién (*) ta dugc 


t 4 




Khi dó, diéu kién can vá dü dé phuong trinh có nghiém lá 


r m 

-1 <-- < 1 




m — 1 
m 

4 0 


m — 1 
m 




1 

4 + — 
v m — 1 2 


r 1 
m < — 
2 

mí 0 
1 

m 4=- - 
3 

y m 4 —1 


Do dó, ta tim dugc giá tri cüa m thóa yéu cáu bái toán lá 

4 N o: i :±i } 


m E —oo 


Bái 10: Cho phuong trinh chúa tham so m 

msinx — 2 mcosx — 2 


m — 2cosx m — 2sinx 

Khi m 4 0 phuong trinh có bao nhiéu nghiém nám trong doan [207r; 257 t] 

(DH CánTho 1998) 


Giái: Diéu kién : 


m 

eos x 4 — 
2 
m 

sin* 4 — 
2 


(*) 


Phuong trinh tuong duong vói 

(msinx — 2)(m — 2 sinx) — (m cosx — 2)(m — 2 cosa:) 

—2 m sin 2 x + (m 2 + 4) sin x — 2 m — —2 m eos 2 x + (m 2 + 4) eos x — 2 m 
<¿4 2m(cos 2 x — sin 2 x) + (m 2 + 4)(sin x — eos x) — 0 
<=> (cosx — sinx)[2m(cos x + sinx) — (m 2 + 4)] = 0 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


eos x — sinx (1) 

/ 7T\ m 2 + 4 

sin (* + ?) = ^r (2) 

Vói phucmg trinh (1), ta có nghiem 


n 


x — —+ kn (k £ Z) 

4 

Vói phucmg trinh (2), phirong trinh có nghiem khi vá chi khi 

m 2 + 4 


2V2| 


m 


< 1 ^ (|m| — V 2 ) + 2 < 0 


Do dó, phu'O'ng trinh (2) vó nghiem. Mát khác, ta tháy nghiem cüa phirong trinh (1) thóa 
man diéu kién (*) khi m =£ 0, ta xét: 

Í207T <~ + kn<25n = ^ ^ ^ 2 4) 

^ k <E TL 

Nhir vay, phuxmg trinh da cho có 5 nghiem nám trong doan [2Ü7r; 257 t], 

Bái 11: Cho plurang trinh chúa tham so m 

+ cot 2 x + m(tan x + cot x) + 2 = 0 


eos 2 X 


Xác dinh m dé phirang trinh vó nghiem. 


(DH Giao Thóng Van Tái 1995) 


Giái: Diéu kién : 


sin 2x + 0 (*) 


Phuang trinh tuang duang vói 

tan 2 x + cot 2 x + m(tanx + cotx) + 3 = 0 

Dát t = tan x + cotx, \ t\ > 2. Khi dó, phuang trinh tra thánh 

, 1 

t 2 + mt + 1 = 0 ^ m = —t - 

t 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


Xét hám só 


fit) = -t ~ ~ , \t\ > 2 



Dirá váo báng bien thién, giá tri cüa m thóa yéu cáu bái toán lá : 

5 5 

— - < m < - 


Bái 12: 

a. Giái plurang trinh : 

sin 3x + eos 2x = 1 + 2 sin x eos 2x (1) 

b. Tim tát cá các giá tri cüa m dé phirong trinh (1) tircmg dirong vói phirong trinh 

sin 3x — m sin x = (4 — 2 |m|) sin 2 x (2) 

_ (DH Thái Nguyén 2000) 

Giái: 


Plurang trinh tirang dirong vói 

sin 3x + 1 — 2 sin 2 x = 1 + sin 3x — sin x 
$=> (2 sin x — 1) sin x — 0 

x — kn 

"sinx = 0 
1 


sinr = - 
2 


n 


x — — + k2n , 

6 (k el) 

Sn 

x — -1- k2n 

6 


Plurang trinh (2) tirang dirang vái 


3 sin x — 4 sin 3 x — m sin x — (4 — 2 |m|) sin 2 x 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


<^> sinx [4sin 2 x + 2(2 — |m|)sinx + m — 3] = 0 


sin* = 0 

4 sin 2 x + 2(2 — |m|) sin x + m — 3 = 0 (*) 


- Diéu kién can : 

Plurang trinh (1) vá (2) tirang duang thi plurang trinh (*) phái dugc thóa bái pluro'ng 
trinh 


1 

sin x = - 


2 


Diéu náy tuang duang vái 


1 1 

4.- + 2(2 — \m\).~ + m — 3 = 0 
4 2 


«=> \m\ — m <=> m > 0 


- Diéu kién dú : 
Vái m > 0 thi 


( 2 ) 


sinx = 0 

4 sin 2 x — 2(m — 2) sin x + m — 3 — 0 


sinx = 0 
1 

sinx = - 
2 

m — 3 
sinx =- 


Nhu váy, phuong trinh (1) vá (2) tuang duang vái nhau khi vá chi khi 


r m > 0 
rm-3 


< m — 3 1 

2 “ 2 




m — 3 


> 1 


m — 3 
m — 4 
0 < m < 1 
. m > 5 


145 

TOANMATH.com 
















Chu'orig 5 : Phirong trinh lirpng giác 


Bái 13: Xác dinh m dé hai phircmg trinh sau tirón g du'O'ng 

eos 3x — 4 cos(37t + x ) (1) 

m eos 2 x + (1 — m) sin + x ) = 0 (2) 


Giái: Phu'ong trinh (1) tircmg dirong vói 


4 eos 3 x — 3 eos x = —4 eos x 


<=> (4 eos 2 x + 1) eos x — 0 


<=> eos x = 0 


Phiro'ng trinh (2) tirong duong vói 

m eos 2 x + (1 — m) eos x — 0 

<=» eos x (m eos x + 1 — m) = 0 

T eos x = 0 
m eos x + 1 — m — 0 

Vói m — 0 thi phu'O’ng trinh (1) vá (2) trrong dirong vói nhau. 
Vói m =£ 0 thi phirong trinh (2) tirong dirong 


eos x - 0 
m — 1 


eos x =- 

L m 

Do dó, phirong trinh (1) vá (2) tirong dirong khi vá chi khi 



Tir các giá tri tren, ta có giá tri m thóa yéu cáu bái toán lá 


1 

m < - V m — 1 
2 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh luong giác 


Bái 14: Cho phuang trinh chúa tham so m 

4 eos 5 x sin x — 4 sin 5 x eos x = sin 2 4 x + m 

Tim tát cá các nghiém cüa phirong trinh thóa man bát phuang trinh x 4 — 3x 2 + 2 < 0 
n 

Biét ráng x — -la mot nghiém cüa phucmg trinh 

8 

Giái: Phuong trinh tuong duong vói 

4 sin x eos x (eos 2 x — sin 2 x)(cos 2 x + sin 2 x) = sin 2 4 x + m 
2 sin 2x eos 2x — sin 2 4 x + m 
<=> sin 4x — sin 2 4 x + m (1) 

The x =-váo (1) thi m — —2 

8 

Vói m = —2 thi (1) tro thánh 

sin 2 4x — sin 4x — 2 — 0 


sin 4x — —1 
sin4x = 2 (loai) 


n kn ,, 

x =--+— tez 
8 2 


Bát phuong trinh tuong duong vói 


—a/2 < x < — 1 (*) 
. 1 < x < V2 (**) 


Ho nghiém vira tim duoc thóa man (*) khi 

n kn 

^- _ 8 + T- _1 = > *eO 

k el 

Ho nghiém vira tim duoc thóa man (**) khi 



147 

TOANMATH.com 








Chu'orig 5 : Phuong trinh lirorig giác 


n kn r- 

ll£ -8 + T SV5 

k e % 


k = 1 


Do dó, ta có duoc nghiém cüa phuong trinh thóa yéu cáu bái toán lá 

3n 


x — 


8 


BÁI TÁP TÜ LUYEN 


5.2.18. Cho phuong trinh: 

5 + 4 sin (~y - x) 6 tan a 
sin x 1 + tan 2 a 

n 

a. Giái phuong trinh khi a — — — 

b. Tim a dé phuong trinh có nghiém 

5.2.19. Cho 2 phuong trinh sau: 

2 eos x eos 2x — 1 + eos 2x + eos 3x 
4 eos 2 x — eos 3 x — a eos x + (4 — a)(l + eos 2x ) 
Tim a dé 2 phuong trinh tuong duong. 


(DH Y Duoc Tp.HCM 1998) 


5.2.20. Cho phuong trinh sau: 

sin 2 x + (2 m — 2) sin x eos x — (m + 1) eos 2 x — m 

a. Giái phuong trinh khi m — —2. 

b. Tim m dé phuong trinh có nghiém. 

5.2.21. Cho phuong trinh sau: 

sin 2x + 4(cos x — sin x) = m 
Tim m dé phuong trinh có nghiém. 
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Chu'orig 5 : Phuang trinh lugng giác 


5.2.22. Tim m dé hai phuang trinh sau tirang dirang 

2 sin 7 x + (m — 1) sin 3 x + (2m 3 — 2 m — 1) sin x = 0 
2 sin 6 x + (2 — m) eos 2 x + 2m 3 — m — 2 = 0 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2007) 

5.2.23. Tim tát cá các giá tri m dé phirang trinh mx 2 + 2 eos x — 2 có dúng 2 nghiém 
phán biét trong [0; —j 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2007) 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TG LUYEN 
5.2.18. Diéu kién: 

sinx ^ 0 ^ n 
eos a ^ 0 v 

Phuang trinh trá thánh 

3 sin 2a sin x + 4 eos x — 5 (1) 
a. 

n 

Khi a = -thi (1) tro thánh 

4 

Ta dát 


Khi dó, phuang trinh trá thánh: 


3 4 

-sin* + -cosx - 1 


eos y = — - 
5 


smy = - 
5 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirong giác 


eos y sin x + sin y eos x — 1 
<^> sin(x + y) = 1 
<^> x = —y + kn (k G Z) 

-3 , 

x = — árceos — + kn (k E 2) (thóa (*)) 

b. Yéu cáu bái toán tirong dirong vói 

(3 sin 2a) 2 + (4) 2 > (5) 2 


{ 

{ 

{ 


eos a 0 
sin 2 2a > 1 

eos a ^ 0 
sin 2 2a — 1 

eos a =£ 0 
eos 2a = 0 


n kn , 

a — —I-(fe GZ) 

4 2 


5.2.19. Ta dát 


Ta có: 


Lai có: 


2 eos x eos 2x = 1 + eos 2x + eos 3x (1) 

A eos 2 x — eos 3 x = a eos x + (4 — a)(l + eos 2x) (2) 

(1) eos 3x + eos x = 1 + eos 2x + eos 3x 
<^> 2 eos 2 x — eos x — 0 


eos* - 0 
1 

eos X = - 
2 


(2) 4 eos 2 x — (4 eos 3 x — 3 eos x) — a eos x + 2(4 — a) eos 2 x 

<=> 4 eos 3 x + (4 — 2a) eos 2 x + (a — 3) eos x = 0 
<=> eos x [4cos 2 x + 2(2 — a) eos x + a — 3] = 0 
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Chu'orig 5 : Phirong trinh lirong giác 


cosx 


^cos x — (2 eos x + 3 — a) — 


0 


eos* = 0 
1 

eos x = - 
2 


a — 3 


eos x = 


Yéu cáu bái toán tirong du'O'ng vói 


r a — 3 


2 

a — 3 


2 

a — 3 


2 


= 0 
_ 1 
~~ 2 

> 1 


a — 3 
- 2 


< -1 


a = 3 
a = 4 
a < 1 
.a > 5 


5.2.20. Kh i cosx = 0 ta có: 


í eos x = 0 f sin 2 x = 1 [ m — 1 ( n 171 

Isin 2 x = m Isin 2 x — m tsin x — 1 [x = — + k2n (k G 7L) 

Váy khi m + 1 thi eos x — 0 klióng lá nghiem cúa phirong trinh. Kh i áy, ta chia 2 vé 
phirorig trinh cho eos 2 x. 

Khi dó, plurong trinh tro thánh: 

(m — 1) tan 2 x — 2(m — 1) tanx + 2 m + 1 = 0 

a. Khi m — — 2 + 1 thi ta có 


n 


tan x = l<=>x = — + /ar(/e6Z) (thóa eos x + 0) 


b. Phirong trinh có nghiém khi vá chi khi 


' m — 1 
rm + 1 <^> 
+A' > 0 


m — 1 

m+1 —2 < m < 1 

—m 2 — m + 2 > 0 
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Chu'orig 5 : Phuong trinh lupng giác 


5.2.21. 


Bát t — eos x — sin x = \Í2 sin — x ), t £ [—■ y¡2, ^Í2\ 
Phuong trinh tro thánh 


—t 2 + 4t + 1 = m 

Dát f(t) = —t 2 + 4t + 1 = m vói t £ [— \Í2) V2] 

Suy ra f'(t ) = 4 — 2t > 0 vói t £ [—a/2; V2] 

Nén f(t) dóng bien tren khoáng [—V2; V2] 

Khi dó táp giá tri cüa f(t) lá [/(—V2); /(V2)] = [—4 a/ 2 — 1; 4-V2 + l] 

Vay phircmg trinh có nghiém klri vá chi khi f(t) — m có nghiem t £ [—a/2; V2] 

<^> m £ [—4a/ 2 — 1; 4V2 + l] 

5.2.22. Ta dát 

Í2 sin 7 x + (m — 1) sin 3 x + (2m 3 — 2m — 1) sin x = 0 (1) 

1 2 sin 6 x + (2 — m) eos 2 x + 2m 3 — m — 2 = 0 (2) 

Phuxmg trinh (1) luón có nghiém lá sin x = 0 x = kn (k £ Z) 

Vay phirong trinh (1) tu'ong dirong vói phirong trinh (2) thi diéu kién can lá phuong 
trinh (2) phái có nghiém x = kn (k £ Z) 

Khi dó: 

(2) <^> 2 sin 6 (/ar) + (2 — m) cos 2 (/c7r) + 2m 3 — m — 2 = 0 

m = 0 
m = 1 
m = —1 

Khi m = 1 thay váo 2 phirong trinh vá giái ra 2 táp nghiém khóng trúng nhau nén loai 
m= 1. 

Khi m = — lvám = 0 thay váo 2 phuong trinh vá giái ra 2 táp nghiém trúng nhau nén 
nhán m — —1. 
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Chu'orig 5 : Plurang trinh lirorig giác 


Yayí 


m — 0 


thóa yéu cáu bái toán. 


L m — — 1 

5.2.23. Chúng minh dugc x = 0 lá mót nghiem cüa phu'ang trinh. 


. . ? x 
4 sur 2 


/ 7T-i ñ /sin t\“ x / n~\ 

Vori x £ (0;-J thi m = —hay m = ( ——J , t = - G (0;-J 


/Sin t\ / 7T"| 

Xét hám só f(t) — —J tren khoáng ^0; —J 

Ta chúng minh dirgc f(t) nghich bien tren ^0; —J 

/sint\ 2 /7T\ 8 

Do lim/(t) = lim (-) =lvá/( — )= — 

t->o 7 no\ t / ’ n 2 


The nén diéu kién can vá dú dé thóa yéu cáu bái toán lá f(t) = m có dúng mót nghiem 


/ 7Tn 8 

trong (0;- 


lá — < m < 1 

7T Z 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh luong giác 


CHl/GNG 6 


i. 


HÉ PHUÜNG TRINH LÜ0NG GIÁC 

TÓM TÁT MÓT SO PHÜONG PHÁP THUÓNG GÁP 


PHUONG PHÁP THÉ 

Phuong pháp thé lá mót phu'O'ng pháp co bán trong viéc giái he phuong trinh 
lirgng giác. Thóng thuóng, ta có ba cách sü dung á phirang pháp náy : thé truc 
tiép, bien dói rói thé sau, giái tim nghiém cúa mót plurcnig trinh rói thé váo 
pluro’ng trinh con lai. 

PHU'ONG PHÁP C0NG BAI SO 

Trong phirong pháp náy ta sé có mót so loai co bán cán nám : 


i. Loai 1 : 


( sin ax sin ¡3x — a 


ii. Loai 2 


m. 


Loai 


iv. Loai 4 


ai 3 : í 

b 


V. 


Loai 


(eos ax eos ¡3x — b 

sin ax sin ¡3x — a 

[m tan ax = n tan ¡3x 

eos ax eos ¡3x = a 

[m tan ax = n tan ¡3x 

(eos a x sin ¡3x — a 

¡.tan ax tan (3x = b 

. (sin ax eos ¡3x = a 
►ai 5 : j . n , 

(sin px eos ax = b 

Ó nhüng loai náy ta thuóng có ba buó'c giái: dói tan ax, cot fix thánh 

sin ax, eos /3x; cóng vá trír hai phuong trinh cúa he dé diroc mót he phuong 

trinh mói co bán han; giái he vira có dé tim nghiém. 

PHUONG PHÁP KHU SAU KHI BÍNH PHUONG 

Có hai dang dác tnmg trong phuong pháp náy : 

(f(x) — a sin ay ^ w (/(y) = a sin bx 
\g(x) = a eos ay ' \g(y) — acosbx 

Phuong pháp náy cüng thuóng góm ba buóc giái : binh phuong hai vé hai 
phuong trinh cúa hé; cóng lai thi duoc mót phuong trinh mót án so; giái 
phuong trinh vira tim duoc rói thé nghiém váo hai phuong trinh ban dáu dé 
kiém tra. 

MÓT SO PHUONG PHÁP KHÁC 

Ngoái ra, ta con có nhiéu phuong pháp khác, cháng han nhir: dát án phu; sü 
dung bát dáng thúc có dién, dung dao hám... 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 

II. CÁC BÁI TÁP MINH HOA 


Bái 1: Giái hé phirang trinh sau: 


Í sinx + sinv = 1 
n 

x + y = - 


Giái: Ta có 


x + y x — y 
2 sin-eos-= 1 


(*) 


n 


x + y - — 

y 3 


x — y 

eos-= 1 


n 


x + y - - 

y 3 


r x — y — k2n 

n (k El) 
x + y - — 
y 3 


n 


x — — + k2n 

% (k e Z) 

y — - k2n 

y 6 


Bái 2: Giái hé phirong trinh sau : 



r n 


2x-3y = i 

(*)• 

V3 


sin 2x eos 3y = — 


Giái: Ta có 


n 


(*) 


2x — 3y — — 

1 V3 

[sin(2x + 3y) + sin(2x - 3y)] = — 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


n 

2x — 3y — — 

n V3 
sin(2x + 3y) + sin — = — 
- 3 2 

2x - 3y = l Ocez) 

[2x + 3y = kn 
n kn 

X ~_ Tl l\ {keT> 

y 18 + 6 


Bái 3; Giái hé phirang trinh sau: 


(*) 


i sin x + sin y = V2 
^cosx + eos y = V2 


(DH Y Duüc Tp.HCM 1997) 


Giái: Ta có 


(*) 


r sin x — eos x + sin y — eos x — 0 
Isin x + eos x + sin y — eos x = 2\Í2 



/ 7T> 


( n \ 

= 0 

sin | 

t X 4 , 

) + sin | 

[y- ?) 


/ 7T> 




sin | 


) + sin | 

(y + ?) 

= 2 


f TI' 



= 0 

sin 

v 4 , 

) + sin 1 

(>-í) 



/ 7T> 




sin 

(*+?, 

) = 1 








sin 


) = 1 



( TI' 



= 0 

sin 

v 4 , 

) + sin 1 

[y~d 



n 

— — + k2n 

4 




n 




(k, l £ 1) 


y — — + I2n 
4 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


n 


x — — + k2n 

\ ( k,lE 1) 

y — — + I2n 
4 


Bái 4: Giái hé phu'ang trinh sau: 


J sinocos y - 
tan a: coty 


1 

2 


= 1 


Giái: Diéu kién: 


eos x sin y ^ 0 


Ta có: 


(*) 


^sin(x + y) + sin(x — y) = —1 
sin x eos y 


cosxsmy 


1 = 0 


[sin(x + y) + sin(x — y) = — 1 
( sin x eos y — eos x sin y = 0 

ísin(x + y) = — 1 
( sin(x — y) = 0 

í* + y = -¡ + t2« (kjíeí) 

x — y — ln 

n (2 k + /)7r 

x =-1- 

4 2 

7r (2 k — V)n 

y — - 1 - 

■4 2 


(fc, l e z) 


Bái 5: Giái hé phuong trinh sau : 

feos 3 x — eos* + siny = 0 (1) 

(sin 3 y — sin y + eos x — 0 (2) 

(DH Ngoai Ngu Tin Hoc Tp.HCM 1997) 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh luong giác 


Giái: Láy (1) + (2) theo túng ve, ta có : 

eos 3 x + sin 3 y = 0 <=> sin y — — eos x (3) 
The (3) váo (1), ta diigc 

eos x (eos 2 x — 2) = 0 <=> eos x = 0 
Vói cosa: = 0 thi sin y = 0, khi dó 


n 


\x — —I- kn 

2 (k,le TI) 

y = ln 


Bái 6: Giái hé phuong trinh sau : 


(*) 


\y¡2 eos x — 1 + eos y 


V2 sinx = si 


sin y 


(DH Su Pham Vinh 1997) 


Giái: 


««( 


2 eos 2 x = 1 + 2 cosy + eos 2 y (1) 


2 sin 2 x = sin 2 y (2) 

Láy (1) + (2) theo túng ve, ta có : 

2(cos 2 x + sin 2 x) — eos 2 y + sin 2 y + 2 cosy + 1 


n 


<=> eos y = 0<=>y= — + kn (k E Z) 


Néu k — 21, l £ TL thi 


V 2 7r 

(*) <=> eos v = sinv = — <=> x = — + m2n (m G TL) 


Váy nghiém cüa hé lá : 


n 

x — — + m2n 

( m, l G TL) 

y = — + I2n 
y 2 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


Néu k = 21 + 1, l 6 7L thi 


V2 


eos X = 


(*) < 


1 IL 

<=^> x = -1- m2n (m G Z) 

V2 4 


smx = — 


t 


Váy nghiém cüa hé lá : 


n 


x = -1- m2n 

n ^ (m, l E 1) 

y = -+(21 + l)n 


Bái 7: Giái hé plurorig trinh sau : 


, . fsinx — 7 

(*)}r ■ 

(5 sin y — 


(sinx — 7 eos y — 0 
i y — eos x — 6 


Giái: 


. . C sin 2 x = 49 eos 2 y (1) 

M « { r „2 „ _ , C 


.eos 2 x = 25 sin 2 y — 60 sin y + 36 (2) 
Láy (1) + (2) theo túng vé, ta có : 

25 sin 2 y + 49 eos 2 y — 60 sin y + 36 = 1 
<=> 2 sin 2 y + 5 sin y — 7 — 0 


n 


sin y = 1 

7 n ** y = 7 + k2n ( k G 
smy = — (Joai) 2 


Khi dó, 


(*) <=> í S ^ n * ^x = n + I2n (l E 1) 

te"" " — 


-eos x = —1 

Thü lai, ta nhán nghiém cüa he lá : 

x = n + I2n 
n 

2 


rx = n + I2n 

(y = - + k2n k 6 ^ 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


Bái 8: Giái hé phirang trinh sau : 



tan x + sin 2 y — sin 2x 
2 sin y cos(x — y) = sin x 


Giái: Diéu kién : 


n 


x ^ — + nn (n E Z) 


Ta có : 



x + sin 2 y — sin 2x 
sin( 2 y — x) = 0 


(+an(2y — kn ) + sin 2y = sin(4y + k2n) 
[ x = 2y — kn 


(k e t) 


Suy ra 


tan 2y + sin 2y = sin 4y 
1 


sin 2 y 


( - +1 — 2 eos 2 y) = 0 

Veos 2 y / 


.eos 2 y 
sin 2 y = 0 


2 eos 2 2 y — eos 2 y — 1 = 0 


sin 2y = 0 


eos 2y = 1 

‘ sin 2y = 0 

1 ^ 

eos 2y = —- 

-L \ —/ 

eos 2 y = — 

L 7 2 

2 



mn 


y = 


n 


y = — — + mn (m £ 7L) 


n 


y — —I- mn 
y 3 

Ung vói x — 2y — kn vá diéu kién bái toán, ta có nghiém cüa he lá : 


271 


(x — (m — k)n \x-± — + ( 2 m - k)n 


y = 


mn v 


n 


(■ m, k E Z) 


y — + — + mn 
* ”3 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


Bái 9: Giái hé phirang trinh sau : 


(*) 


sin nx eos ny — — 

3 tan nx = tan ny 
0 < x + y < 2 


Giái: Diéu kién : 


Ta có : 


x - + m 
2 


y ^ - + n 
* 2 


( m, n E Z) 


(*) 


sin nx cosny — — 
y 4 

13 sin nx eos ny = sin ny eos nx 
1 

sin nx eos ny = — 
y 4 

3 

sin ny eos nx = — 
y 4 

sin7r(x + y) — 1 

, 1 
¡sin7r(x — y) — —~ 

r n 

n(x + y) = — + k2n 




n 


n(x -y) = --+ I2n (k,l e 7L) 
7n 

n(x — y) — - 1 - I2n 

6 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


x — —I - k l 
6 

1 

y = - + k - l 
■ 3 

5 

x — —I - k l 

6 

1 

y = —- + k - l 
^ 3 


(k, l <E ti) 


Vói 0 < x + y < 2 thi k — 0. Do dó, két hop vói diéu kién bái toán, nghiém cüa hé lá 

1 ( 5 

X = y+l X = ~ + l 

° v j \ (leí) 
y = 3~ l i y = - 3 -' 

Bái 10: Giái he pluro'ng trinh sau : 


sin x + eos x — — + sin y — eos y 
3 

2 sin 2x — - + sin 2 y 
2 y 


Giái: Ta dát 


= sin x + eos x — \¡2 sin (x + —) 

% (u,17G[-V2;V2])(*) 

= sin y — eos y - V2 sin (y — —J 


Khi dó, hé plurong trinh tirong du'ong vói 


u — - + v 
2 

2(u 2 — 1) = ^ + (1 — v 2 ) 


(i 


u — - + V 
2 


2 |-+t; + v ¿ ) + t ; 2 = - 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


u — - + v 
2 

-3v 2 + 2v — 4 = 0 


u — 


1 + 2Vl3 

6 r — (thóa (*)) 

-1 + Vl3 v y 


v = 


V 

f 


/ 7T\ 1 + 2Vl3 

sin + — J =-—— = sin a 


6V2 

/ jl \ —1 + Vl3 

sin (y - -J = —— = sin /? 


4' 

7T> 

4> 


3 V 2 


n 


x = a - 1 - k2n 

4 

3n 

x — - a + k2n 

. 4 n (k,l El) 

y = (3 + — + I2n 
4 

Sn 

y — - B + I2n 

4 


Bái 11: Giái hé plurong trinh sau : 


["eos x — eos 2y = x — 2y (1) 
{ tan x = 3 tan y (2) 


Giái: Biéu kién : 


n 

x ^ — + mn 
2 
n 

y ^ — + nn 
* 2 


( m, n G 2) (*) 


Ó phuxmg trinh (1) ta có : 


eos x — x — eos 2 y — 2 y 


Do dó, ta sé kháo sát hám so 


/(t) = eos t — t,t ER 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh luong giác 


f'(t) = — sin t — 1 < 0 
Vay hám so nghich bien. Do dó, x = 2y 
Thay váo (2) ta duoc : 

tan 2y = 3 tan y 
<=> tan y (1 — 3 tan 2 y) = 0 

tan y = 0 

2 1 
tan y — - 
y 3 


y — kn 

, n . (fc e Z) 
y = + - + kn v y 
6 


Tú dó, két hop vói diéu kién (*), ta nhán duoc nghiém cüa hé lá 


n f n 

f \X = —h kn x — \- kn 

(x — 2kn 3 3 

y*- v 1 y -¡ + ta[ v L_! +te 


Bái 12: Giái hé phuong trinh sau : 

tan x + cot x — 2 sin (y + —) (1) 
tan y + coty = 2 sin (x — —) (2) 


Giái: Diéu kién 


Ta có : 


kn 
X ^ — 

f n (k, l 6 Z) (*) 

y — 

^ 2 


"|tanx + cotx| = |tanx| + |cotx| > 2 


sin h + x)l s2 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


Nén (1) tirang dircmg vái 

rtanx + cotx — 2 


(0 


r tan x + cot x — ¿ r tan x + cot x 

(sm(y + ^) = 1 V (II) ( sin (y + ^) 


Giái (I) : 


r tanx = 1 
(sin (y + j) = 1 



(p, qtti) 


-2 

-1 


Nghiém tren thóa diéu kién cúa hé, ta thé váo (2): 

VT = tan y + coty = tan + q2n^ + cot + q2n^j — 2 

VP = 2 sin (x -) = 2 sin pn = 0 


Do dó, nghiém trén khóng lá nghiém cúa hé. 
Giái (II) : 


r tan x = —1 
(sin (y + j) = -1 


n 


X =-h Ü7T 

4 
3n 

y — -1- p27r 

/ 4 

Nghiém trén thóa diéu kién cúa hé, ta thé váo (2): 

3n 


(p, q El) 


VT 


/ 3n \ f 3n \ 

= tan y + coty = tan (— — + q2nj + cot I - — + q2nj — 2 

/P = 2 sin (x -) = 2 sin (-1- pn^j — 


—2 ; néu p chán 
2 ; néu p lé 


Do dó, két hop vói diéu kién (*), ta nhán duoc nghiém cúa hé lá 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


n 

x = -1- (2 m + l)n 

4 

3ti 

y = - — +q2n 


( m, q E Z) 


Bái 13: Giái hé plurang trinh sau : 


. fsin x + sin y — sin(A + y) 
W l 1*1 + \y\ = l 


Giái: 


Giái (1) : 


(*) 


x + y x - y x + y x + y 

2 sin-eos-= 2 sin-eos- 


v |x| + |y| = l 

( x + y ( x-y x + y 

,„.lsin-=0, w Icos-= eos- 

<=>(l)j 2 hoác(2) 2 2 

l|x| + |y| = l { \x\ + |y| = 1 


(x + y — k2n 

l|*l + |y| = 1 


(fc e Z) 


Vi |/c27r| = |x + y| < |x| + |y| = 1 nén k = 0. Suy ra 


f x + y — 0 

tl*l + lyl = 1 


Do dó, nghiém cha hé lá : 


Giái (2) : 
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x — y x + y 

-- = +- -+k2n 

2 ~ 2 


1*1 + lyl = 1 


(k e Z) 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh luong giác 


Dánh giá tiran g tir nhu tren, ta có nghiém cúa lié lá : 

O; y) 6 {(1; 0), (-1; 0), (0; 1), (0; -1)} 



eos nx 2 
eos nx 3 
eos nx 4 
eos nx 1 


Giái: Vi hám so eos t có chu ky tuán hoán 2n vá ta tháy 0; 271 déu khóng lá nghiém cúa 
he nén ta xét he trén (0; 2n). 


Bát t ¿ = nxi, i = 1; 4. Khi dó G (0; 2n) vá hé tirong dirong vói 

^3i/3 

■t 1 — eos t 2 (1) 


n 

3V3 

n 

3V3 

n 

3V3 

n 


\ 


t 2 = eos t 3 (2) 


t 3 = eos t 4 (3) 


t 4 = eos t 4 (4) 


Cóng theo vé các plurong trinh cúa hé, ta duoc 

!— 4 4 

3i/3 

- / 1 = 

n 2—i 

í=i í =i 


4 ( 

^ í eos ^ 

i=1 ' 


■I 

i=l 

3V3 


eos ti 


n 


■tt = o 


, 7T V3 

Néu ti < — thi ó phuong trinh (1) ta duoc eos t 2 < — 
6 ' 2 

, 7T 

Vi t x vá eos t 2 cung dáu; t 4 G (0; 27r) nén t 2 < — 

6 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh luong giác 


n 


Tu'O'ng tu váy, ta duac t¿ < — (*) 

6 


Mát khác, ta xét hám so : 


3V3 

f(u ) — eos u - u,u G IK 

n 

3V3 

f'(u ) = — sinu-< 0 

n 


Do dó, hám so nghich bien. Két hop vói (*), suy ra : 

4 


^ í eos ti 

i= 1 ' 


3V3 


7T 


ti > o (!) 


n 


Tuong tu vói trudng hop t 1 > —, ta duoc 

6 


7r 

í¿ > 6 
3V3 


^ í eos - — U j < 0 (!) 

S¿=1 ' ' 


n n 

Do ti — — thóa man hé phuong trinh, nén ta nhán t¿ = — lám nghiém 
6 6 

Khi dó, 


x 1 = x 2 = x 3 = x 4 = - 


1 

6 


Bái 15: Giái hé phuong trinh sau : 


f 1 

sin x eos y sin(x + y) + - = 0 (1) 

8 

x = y + z( 2) 


Giái: Ta có : 


1 1 

(1) <=> - [sin(x + y) + sin(x - y)] sin(x + y) + - = 0 

Z o 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


_2 


sin(x + y) + - sin(x — y) 


1 1 9 

H-sin 2 (x — y) = 0 

4 4 y 


2 


sin (A + y) + - sin(A — y) 


+ -eos 2 (A — y) = 0 


f 1 

jsinO + y) = --sin O — y) 
v cos(x — y) = 0 
f 1 r 1 

jsinO + y) = -- v ) sinO + y) = - 




sin(x — y) = 1 IsinO — y) = —1 


n 

x + y — - 1 - /c27i 

6 

n 

x — y = — + Z27T 
7n 

x + y =- 1 - /c27r 

6 

n 

x — y — — + I2n 


V 


n 


x + y — — + k2n 
6 

Tí 

x — y — - 1 - I2n 

* 2 

Sn 

x + y — - 1 - k2n 

6 

Tí 

x — y — - 1 - I2n 

y 2 


(k, l e ti) 


n 


x = —I - (k + í)n 
6 


y = - ^ + {k - l)n 
n 

z = —I- /27T 
^ 2 

57T 

x =- 1 - (k + V)n 

6 

y = | + O ~ On 

n 

z — —I- I2n 
L v 2 


V 




r 71 

x = - \- (k + V)n 

6 

< y = ~+ (k -l)n 
n 

z — - 1 - I2n 

v 2 

r 71 

x — — + (k + V)n 
6 


(k, l e ti) 


2n 

y = —+ (k -l)n 
n 

z — - 1 - I2n 

L v 2 


Bái 16: Giái hé phircmg trinh sau : 


(*) 


sin 2 x — 2 sin x eos 2y = eos 


x+y 


+ eos- 


y 


eos x + eos y — 2 sin 2 2y = 0 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


Giái: 


(*) 


x y 

sin 2 x — 2 sin x eos 2y — 2 eos - eos — — 2 (1) 

2 eos 2 2v + eos 2 - + eos 2 — — 2 = 0 (2) 

J 2 2 


Láy (1) + (2) theo tírng vé, ta duge 

(sin* — eos 2y) 2 + (eos-cos^j =0 


Giái (4) 


('sin* = eos2y (3) 
x y 

eos - — eos - (4) 
2 2 


x — y + k4n 


(k e ti) 


x — —y + k4n 
Vói x — y + k4n, ta thay váo (3) : 

sin (y + k4n) — eos 2y 


eos 2y - eos (-yj 


n 


2 y — -y + I2n 


n 


(l e ti) 


2y = y--+I2n 
n I2n 

y = + 

6 n 3 (.le z) 

y =-1- /27 t 

/ 2 


Do dó, ta có 


(0 


n I2n 

x — —I-1- k4n 

6 3 

n I2n 


n 


V (II) 


x — -1- (/ + 2k)2n 


n 


(k, l e ti) 


y — —I- 

J 6 3 


y — -1- I2n 

y 2 


Lán lirgt thay (I), (II) váo (*) ta nhán (II) lá nghiém cüa hé. 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirgng giác 


Vói x = —y + k4n thay váo (3), ta dirgc : 

eos 2y = sin (—y + k4n) 

<=> eos 2y — eos + y) 


n 


y — — + I2n 

n I2n«^ 


y — -1— 

y 6 3 


Do dó, ta có : 


n 


(III) 


x — -1- (2 k — V)2n 


n 


V (IV) 


y — — + I2n 
y 2 


n I2n 

X ~ 6 ~ — 
n 

y = __ + 


Lán lugt thay (III), (IV) váo (*) ta nhán (III) lá nghiém cüa hé. 


BÁI TÁP TÜ LUYEN 
6 . 1 . 1 . Giái các he phuong trinh sau 

2V3 


a. 


tan x + tan y = 


cotx + coty = 


3 

2V3 


eos* 1 


b. 


eos y 2 


n 


x + y - — 

y 3 


c. 


sin 2 x + sin 2 y — - 
y 2 


n 


x-y = 


+ k4n 
I2n 

IT 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirong giác 


n 


d. 


x — y — — 
y 3 

, , V2 

eos x + eos y — 1 H- 


6 . 1 . 2 . Giái các hé phuong trinh sau 


rtan x — tan y — tan x tan y — 1 
l eos 2y + V3 eos 2x = — 1 


b. 


-eos y = 2 

sinx 

sin x eos y = —1 


c. 


d. < 


V3 

sinx — sin2y = — 
^ 2 

1 

cosx + eos 2y = - 
^ 2 

f sinx = sin2y 
cosx = V2 eos y 


x £ [0; 7r] 
r 7T 7Ti 


6 . 1 . 3 . Giái các hé phirong trinh sau 


a. 


b. 


c. 


rcotx — coty — x — y 
5x + 8y = 27 t 
0 < x, y < n 

[cos(x + y) = 2 cos(x — y) 

3 

cosx eos y = - 
J 4 

tan x + cotx = 2 sin ^y ——j 
tan y + cot y = 2 sin (x + —) 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh luong giác 


r 


e *-y 


sin* 
sin y 


d. { 


10V^ 6 + 1 = 3 (y 4 + 2) 


v 


*,y e 



6 . 1 . 4 . Cho 


( sin a sin b sin c ^ 0 

(eos a, eos h, eos c khác nhau tírng dói mot 


Giái hé phuong trinh sau : 


( x sin a + y sin 2a + z sin 3a 
x sin b + y sin 2 b + z sin 3b 
x sin c + y sin 2c + z sin 3c 


6.1 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TÜ LUYEN 

, 1 . Nghiém cúa hé phuong trinh lá: 


a. 


b. 


c. 


x — kn 

2n ( k,m £ Z) 

ly — - mn 

ix 3 

n 

\x — —I- kn 

3 (fc £ Z) 

y — —kn 
n 

x — — + kn 

n «c e Z) 

y =- \- kn 

6 


d. 


7n ( 71 . 

x = — + kn x — — + kn 

24 V \ 24 

y — -h kn y — -1- kn 

y 24 24 


{k £ Z) 


sin 4a 
sin 4b 
sin 4c 
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Chu'orig 6 : Hé pluro'ng trinh lirón g giác 


6 . 1 . 2 . Nghiém cúa hé plurong trinh lá: 


Sn 

x — -t- (m 4- n)n 


a. 


n 


( m, n £ 7L) 


y — —I- n7r 
6 


n 


. \x — — + m2n , ^ 

b. s 2 ( m, n£2) 


c. 


,y = 7i + n2n 
2n 

)x — -1- m2n 

3 

y = nn 


x = m2n 

V { 2n (m, n G Z) 
y = — + nn 


d. Vó nghiém 

6 . 1 . 3 . Nghiém cúa hé plurong trinh lá: 
2n 


x — 


a. 


y = 


13 

2n 

13 

n 


n 


x — — + (m + n)n \x — -1- (m + ri)n 


b. 


n 


V 


y — -1- (m — n)n 

6 


n 


(m, n E Z) 


y - — + (m — n)n 
6 


n 


x = — + kn 

Sn 1 e ^ 

y — -1- I2n 

4 


c. 


d. x — y — 5 + V33 

6 . 1 . 4 . Nghiém cúa he plurong trinh lá: 

( x — —8 eos a eos b eos c + 2(cos a + eos b + eos c) 
y = —4(cos a eos b + eos h eos c + eos c eos a) — 2 
z = 2(cos a + eos h + eos c) 
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Clurang 7 : Bát phuang trinh luang giác 


CHl/ONG 7 

BÁT PHLTONG TRÍNH LÜ0NG GIÁC 

I. TÓM TÁT MQT SÓ Pili ()\(, PHÁP THU'Ó'NG GAP 

- Dé giái mót bát phuang trinh luang giác, ta thuang dung hai phuang pháp sau : 

1. Phirang pháp 1 : Búa bát phuang trinh vé các dang ca bán nhu : eos x > 

a; sin x < a; tan x > a; cotx < a ... Thóng thuang ta dung duang trón luang giác 
dé tim các ho nghiém tuang úng. 

2. Phuo ng pháp 2 : Viét bát phuang trinh vé tích hoác thuang các hám só luang 
giác dang ca bán. Xét dáu các thüa só tú dó chon nghiém thích hop. 

CÁC BÁT PHlTONG TRINH CÁN NÁM 

- eos* > a 

• Néu a > 1, bát phuang trinh vó nghiém. 

• Néu a = 1, bát phuang tri nh có nghiém lá : 

x = k2n (k £ Z) 

• Néu — 1 < a < 1, bát phuang trinh có nghiém lá : 

— árceos a + k2n < x < árceos a + k2n (k £ Z) 

• Néu a < — 1, bát phuang trinh có vó só nghiém. 

- sinx > a 

• Néu a > 1, bát phuang trinh vó nghiém. 

• Néu a = 1, bát phuang trinh có nghiém lá : 

n 

x = — + k2n (k £ Z) 

• Néu — 1 < a < 1, bát phuang trinh có nghiém lá : 

— aresin a + k2n < x < aresin a + k2n (k £ Z) 

• Néu a < — 1, bát phuang trinh có vó só nghiém. 
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Clurang 7 : Bát phuang trinh luang giác 


- tan x > a có nghiém lá : 

n 

arctan a + kn < x < — + kn (k G 2) 

- cot x > a có nghiém lá : 

kn < a < arccot a + kn (k E Z) 

II. CÁC BÁI TÁP MINH HOA 

Bái 1: Giái bát phuang trinh sau : 

sin* — eos* + 1 

---> 0 

sinr + cosx — 1 

Giái: Bát phuang trinh tuang duang vái 

(sin* — eos* + l)(sinx + eos* — 1) > 0 
<=> sin 2 x — (1 — eos x) 2 > 0 

1 — eos 2 x — (1 — 2 eos x + eos 2 x) > 0 

2 eos 2 x — 2 eos x < 0 
<=> 0 < cosx < 1 

k2n < x k2n (fc g z) 

^ x ^ k2n 

Bái 2: Giái bát phuang trinh sau : 

5 + 2 eos 2x < 312 sinx — 1| 

Giái: Ta dát: t = sin*, t £ [—1; 1] 

Bát phuang trinh tuang duang vái 

5 + 2(1 — 2t 2 ) < 3121 — 11 
<^7 -At 2 < 3121 — 11 
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Chircmg 7 : Bát plurang trinh hiang giác 



sin* = 1 

1 

sinx <- 

2 


n 


x = — + k2n 
2 

57T 117T 

-1- k2n < x < - 

6 6 


(fc e z) 


+ k2n 


Bái 3: Giái bát ohirong trinh sau : 


cotx — tan* — 

8V3 

2 tan 2x — 4 tan 4x <- 

3 


Giái: Biéu kién : 


sinx =£ 0 
eos* ^ 0 
eos 2x ^ 0 
.cos4x ^ 0 


sin 8x^0 


X * — (1 El) (*) 
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Chircmg 7 : Bát plurang trinh hrang giác 


Bát phu'O'ng trinh tu'O'ng dirong vói 


2 cot 2x — 2 tan 2x — 4 tan 4x < 


2 (cot 2x — tan 2x) — 4 tan 4x < 


8V3 
3~ 

8V3 


4 (cot 4x — tan 4x) < 


8V3 


V3 

<^> cot8x < — 

3 

n 

«=> — + kn < 8x < n + kn (k G Z) 

tc Rtc tc kn , ^ 

^ — — < ^ < - + — (/c£2) (thóa (*)) 


Bái 4: Giái bát phirong trinh sau : 

cot x — tan x — 2 tan 2x — 4 tan 4x — 8 tan 8x > lóV3 


Giái: Biéu kién : 


In 

sin 16x ^ 0 « x í — (/ é Z) (*) 


Bát phu'O'ng trinh tu'O'ng duong vói 
1 — tan 2 x 


tan* 


— 2 tan 2x — 4 tan 4x — 8 tan 8x > lóV3 


2 ( -tan 2x\ — 4 tan 4x — 8 tan 8x > lóV3 

Vtan 2x ) 

4 ( -tan 4 a:) — 8 tan 8x > 16^3 

Vtan 4x J 

8 ( -tan 8x) > lóV3 

Vtan 8x ) 

cot 16x > V3 
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Clurang 7 : Bát phuang trinh luang giác 


TL klT 

kn < x < — + — (k G 7L) (thóa (*)) 


Bái 5: Giái bát phuang trinh sau : 

sin 3x + eos 3x 
1 + 2 sin 2x 

Giái: Biéu kién : 


7n 

X =£ -b lu 

12 

n 

x =£ -b In 

12 


(í e z) (.) 


Bát phuang trinh tuang duang vái 

3(sin x — eos x) — 4(sin x — eos x)(l + sin x eos x) 
1 + 2 sin 2x 

1 . 


(sin x — eos x) [3 — 4 (l + 2 sin 2x 
1 + 2 sin 2x 

eos* — sin* < 1 


< 1 


eos 


/ 7Tx i 

( x + 4) - v! 


37T 


<=> k2n < x < — + k2n (k G Z) 

Két hop vái (*) ta có nghiem cüa bát phuang trinh lá 


( 3n 

k2n < x <-b k2n 

2 

x*—+ln (k, l £ 1) 
12 
n 

x ^-b lu 

^ 12 


< 1 
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Chuong 7 : Bát phuang trinh luang giác 


Bái 6; Giái bát phuang trinh sau : 


V3 

2 cot x — tan x <-1- 2 cot 2x 

3 


Giái: Biéu kién : 


In 

sin 2x ^ 0 <^> x — (/ G 72) (*) 


Bát phuang trinh tuang duang vái 


V3 

cot x + (cot x — tan x) < — + 2 cot 2x 
V3 

<^> cot x + 2 cot 2x <-1- 2 cot 2x 

3 

V3 

cotx <- 

3 


n 


<^> — + kn < x < n + kn (k E 1) 
Két hop vói (*) ta có nghiem cüa bát phuong trinh lá 


n 


— + kn < x < n + kn (k ^ Al + 1; / E 7L) 


Bái 7: Tim nghiem cüa bát phuong trinh 


V3 eos 2 x + - sin 2x > V3 (1) 
Thóa man bát phuong trinh log(x 2 + x + 4) < 1 (2) 


Giái: Bát phuang trinh (1) tuang duang vói 


V3 1 

— (1 + eos 2x) + -sin 2x > v3 
2 2 

V3 eos 2x + sin 2x > V3 
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Chucmg 7 : Bát plurang trinh luang giác 

( 7T\ V3 

<=> sin (2x + -J > — 
n 

<=> kn < x < — + kn (k E7L) 

6 

Bát plurang trinh (2) tircmg duang vái 

x 2 + x — 6<0<^>-3<x<2 
Do dó, nghiem cüa bát phuong trinh da cho lá 

n 

0 < x < — 

6 

Bái 8: Giái bát phuong trinh sau : 

2 eos 2x + sin 2x < tan x 


Giái: Diéu kién : 


n 


eos x ^ 0 <^> x — + In (l G Z) (*) 

Bát = tan r,t£R. Khi dó, bát phuong trinh tuong duong vói 

1 - t 2 21 

2 -- + --— < t 

1 + t 2 1 + t 2 

<=> t 3 + 2t 2 - t - 2 > 0 

r t > i 


Vói —2 < t < —1 thi 


-2 < t < -1 


7T 


-u + kn < x < - \- kn (k E 1; tan a — 2) 

4 


Vói t > 1 thi 


n n 

— + kn < x < — + kn (k G 1) 

4 2 

So vói diéu kién (*), ta nhán 2 nghiem trén lá nghiem cüa bát phuong trinh. 
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Clurang 7 : Bát phuang trinh luang giác 


Bái 9: Giái bát phuang trinh sau : 

2 eos 2x + sin 2 x eos x + sin x eos 2 x > 2(sin x + eos x) 

(BH Kinh Té Tp.HCM 1997) 


Giái: Bát phuang trinh tuang duang vói 

(sin* + eosx)[2(eosx — sin*) + sin x eos x — 2] > 0 
Bát f(x) — (sin x + eos x) [2 (eos x — sin x) + sin x eos x — 2] 

Bo hám so tuán hoán có chu ky 2n nén ta chi cán xét dáu cüa f(x) tren [0; 2n\. 
Ta có : 


f(x ) = 0 


sin* + cosx — 0 (1) 

.2 (eos x — sin x) + sin x eos x — 2 = 0 (2) 


Vói (1) : 


V2 sin (x + —) = 0 


x — 


x — 


7n 

T 

3n 

T 


Vói (2), ta dát t — cosx — sinx ,\t\ < V2 : 


1 — t 2 

21 H-2 = 0 


t = 1 
t — 3 (loai) 


Suy ra 


í n \ 1 


47 V2 

Láp báng xét dáu cüa f(x) tren [0; 27 t] ta tháy 


x — 0 
3n 

X ~ ~2 


182 


TOANMATH.com 











Chuong 7 : Bát phuang trinh luang giác 



0 


3n 

4 


3n 

2 


7n 

4 


2n 

/O) 

0 

- 

0 

+ 

0 

- 

0 

+ 

0 


Nhu váy, ta có trong 1 chu ky nghiém cüa bát phuang trinh lá 


37T 3n 

— < x < — 

4 2 

7n 

— < x <2n 

L 4 


Do dó, nghiém cüa bát phuang trinh lá 


'3n 3n 

-1- k2n < x < -1- k2n 

4 2 

7n 

-1- k2n < x < 2n + k2n 

L 4 


(k e 1) 


Bái 10: Giái bát phuang trinh sau : 

sin 2x + sin 4x > sin x + sin 3x + 

Giái: Dát f(x) — — sin x — sin 3x + sin 2x + sin 4x 

Do hám so tuán hoán có chu ky 271 nén ta chi cán xét dáu cüa f(x) tren [0; 27r], 
Ta có, bát phuang trinh tuang duang vái 

2 sin 3x eos x — 2 sin 2x eos x > 0 
Sx x 

<^> eos x eos — sin - > 0 
2 2 

Sx 

1 eos x eos— > 0 
2 

0 < x < 271 


Láp báng xét dáu trén [0; 27r] ta tháy 
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Clurang 7 : Bát phuang trinh luang giác 


a: 

n n 3n 7n 3n 9n 

0 — — — n — — — 2n 

5 2 5 5 2 5 

cosa: 

+ + 0- - - - 0+ + 

5a: 
eos — 

2 

+ 0 - 

- 0 + 0 - 0 + 

+ 0 - 

5a: 

eos a: eos — 

2 

+ 0- 0 + 0- 0+ 0 - 0 + 0- 


Suy ra nghiém cúa bát phuang trinh lá 


n 

k2n < x < — + k2n 

n 3n 

— + k2n < x < — + k2n 

7u (H ^ 2) 

n + k2n < x < — + k2n 

3tc 9tc 

-1- k2n < x < — + k2n 

2 5 


Bái 11: Giái bát phuang trinh sau : 


. -sin x + 2 eos x 

3vtanx: + 1.- 

sin* + 3 cosa: 


< 2l-Vtañx 


Giái: Biéu kién : 


f tan x > 0 .. 
tcosx: + 0 

Bát phuang trinh tuang duang vái 

-tan x + 2 „ — 

3vtan a: + T.-< 2 1 ^ íanx 

tan a: + 3 

Bát t = tan x, t > 0, ta dua bát phuang trinh tro thánh 

3Vt + 1^4 < 2 1_vf 
£ + 3 

Ta xét hám só 


/(t) = 3VFTT. 


t + 2 
t + 3 


,t > 0 
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Chircmg 7 : Bát plurang trinh hrang giác 


f\t) = 3 


1 t + 2 , - 1 

+ Vt + 1. 


-2Vt TT ‘ t + 3 " ~ (t + 3) 2 

Do dó, /(t) dóng bien tren [0, oo) 

Ta xét thém hám só 

g(t ) = 2 1- ^ t > 0 

» ,(t) = - 2 ‘- VE ¿ <0 
Do dó, g(t) nghich bien tren [0, oo) 

Suy ra vói moi t £ [0, oo) 

f/(t)>/(0) = 2 

lg(t) < g{ o) = 2 

=> /(O ^ 2 > g(t), Vt £ [0, oo) 


> 0 


Nhu váy, ta có : 


Khi dó, 


f(t) = g(t ) = 2 <=> t = 0 


tan x = 0 <=> x = kn (k £ 7L) (thóa (*)) 


Bái 12: Giái bát phirong trinh sau : 

7Vtan x (sin 2 x + 3 eos 2 x) < 6 V3(sin 2 x + 4 eos 2 x) 

(Dé nghi Olympic 30-4, 2006) 


Giái: Diéu kién : 


(tan x > 0 
(eos* 0 


(*) 


Bát phu'ong trinh tu'O'ng dirong vói 


r~] rz - tan 2 x + 3 

7 ytanx.— -< 6V3 

tan ¿ x + 4 
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Chircmg 7 : Bát plurang trinh luang giác 


Bát t — tan x ,t > 0. Ta dua bát plurang trinh trá thánh 

t 2 + 3 


7 Vt. 


t 2 + 4 


<6%¡3 


Ta xét hám so 


f(t) = 7 Vt. 


t 2 + 3 
t 2 + 4 


/'(t) = 7 


,t > 0 

2t 


1 t 2 +3 r 
2 Vt't 2 + 4 + Vt '(t 2 + 4) 2 


> 0 


Do dó, /(t) dóng bien tren [0, oo). 

Suy ra : 

/(t) < 6V3 <=> t < V3 


Nhu' váy, 


7T 


0 < tan x < V3 <^> kn < x < — + kn (k G TL) (thóa 


BÁI TÁP TlT LUYEN 

7 . 1 . 1 . Giái các bát phircmg trinh sau : 

a. eos 2 x + V3 sinx eos x < 1 

1 

b. sin(cosx)<- 

sinx — cosx 

c. -> 0 

sinx + cosx 

7 . 1 . 2 . Giái các bát phirang trinh sau : 
a. sin 3x + sinx < sin 2x 


b. sin 3 x sin 3x — eos 3 x eos 3x <- 

2 

1 5 

c. cosx H-> - 

cosx 2 
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Clurang 7 : Bát phuang trinh luang giác 


7 . 1 . 3 . Giái các bát phuang trinh sau : 

a. V3 cot x — tan x > V3 — 1 

r- 2 

b. 2 tanx + cotx > v3 H- 

sin 2x 

2 cosx — 1 

c. -> 2 

eos 2x + cosx 

7 . 1 . 4 . Giái các bát phuang trinh sau : 

a. cosx — sin x — eos 2x > 0 

b. eos x + eos 2x > eos 3x + 1 

tan x — sin x x 

c. -<v3tan- 

tan x + sin x 2 


GOI Y GIÁI BÁI TÁP TlT LUYEN 

7.1.1. Nghiem cüa bát phuong trinh lá : 
n 

a. — + kn < x < n + kn (k £ Z) 

b. a + k2n < x < 2n — a + k2n, a G (O;—) 


n 3n 

c. —+ kn < x < - \- kn (k EZ) 

2 4 

7.1.2. Nghiem cüa bát phuong trinh lá : 


a. 


3n 

n + k2n < x < -1- k2n 

2 

— + k2n < x < — + k2n (k G Z) 
n 

-1- k2n < x < k2n 

3 


b. Vó so nghiem 


c. 


— + k2n < x < — + k2n 
2 3 

3n Sn 

-1- k2n < x < -1- k2n 

. 2 3 


(k G 1) 


n 

, eos a —— ,k GZ 
6 
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Clurang 7 : Bát phuang trinh luang giác 
7.1.3. Nghiem cüa bát phuang trinh lá : 


n 


n 


a. 


- \- kn < x < - \- kn 

2 3 


n (k£Z) 

kn < x < —I- kn 
4 


n 


n 


b. — + kn < x < — + kn (k G Z) 
3 2 


c.-1- k2n < x < -1- k2n ( k G 2) 

3 3 

7 . 1 . 4 . Nghiem cüa bát phuang trinh lá : 

r 7T n 

— + k2n < x < — + k2n 
4 7 

a. Sn (k El 

-b k2n < x < 2n + k2n 

4 


b. ^l/O ^ ^ A I / O (fe G Z) 

-b k2n < x < —b k2n v 

3 3 


x = n + k2n 
n 
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Doc thém : Tán man ve so pi 


Doc Thém 

TÁN MAN VÉ SO PI 


n 

3.14159 

265358979323 

84626433832795 
02884197169399375 
1058209749445923078 
164062862089986280 
3482534211706798214808 
651328230664709384460955058223 
17253594081284811174502841027019385211055 

59644622948954930381964428810975665933446128475648233786 
7831652712019091456485669234603486104543266482133936072602491412737245 

8700660631558817488152092096282925409171536436789259036 ( 1 ) 1133053054882646652138414695194 
1511 MfcM33l>572703<i575>*59ly5 .VN21 Wil I73KI932fill 7931051IX54M17 44ft23799ri27495<i735 IJW575272-1X9122793X1 
11*11 1949129X3 VtflVCUtKVrfU M R6n2IW4mW5224737IU17»2l79XHW3702Ti«l5.W2l7l7^07ft752W4674XIX467f56 
•Mí»SIOmSN(i:7l4S»«V<BC77K577lM:7S7T)W«Wl7WiOI7K72l4M441MII”4'»5U'ill-k.«'»5X5«7lirtll79«l'4rgW»9:»5l>l 
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So n lá mót trong nhüng háng so dóc dáo vá dác biét nhát cüa Toán hoc, vá luón háp 
dan các nhá khoa hoc nói chung vá nhá Toán hoc nói riéng boi o háu hét các lính vire déu 
tháy sir xuát hién cüa son. Cu thé nlur só n dóng vai tro lá ti le cüa du'óng kính vá chu vi 
duong trón, hay lá mót só siéu viet, túc lá só klióng lá nghiem cüa bát ki phirong trinh dai 
só vói he só nguyén náo... 

Da háng nghin nám nay, con ngirói luón có gáng tính toán nhiéu hon nüa các chü só 
sau dáu pháy tháp phán cüa só n. Cháng han nlur Archimedes da tính giá tri n báng dánh 
giá xuát phát tú cách táng só canil cüa da giác nói tiép vóng trón 


1 10 

3 - < x < 3 — 
7 71 


Cách xáp xí tren cüa Archimedes có dó chính xác den 3 chü só sau dáu pháy. Con 
Ptomely váo nám 150 sau Cóng Nguyén da tính n xáp xí báng 3,1416. Vá cuóc dua náy 
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két thúc bái két quá cüa Ludolf van Ceulen (1540-1610), ngu'ó'i da ton 10 nám, tính canh 
cüa 2 62 - giác déu dé tim dugc so n vói do chính xác 35 chü só sau dáu pháy. 

Vé mát ly thuyét, phirong pháp xáp xí cüa Archimedes có thé kéo dái vó han, nhirng 
vói phát minh vé phép tính vi phán, plurong pháp cüa nguód Hy Lap khóng dugc dúng 
dén nüa. Thay váo dó, các chuói tích vá lién phán só vó han hói tu da dugc sü dung dé 
xáp xí SÓ 7T. 

4 1 

- = 1 +- 


n 


3 + 


4 


5 + 


7 + 


16 


9 + 


25 


11 + 


36 


13 + 


Tu cuói thé ky 17, các dáy vó han vá chuói tro thánh nhüng dói tugng chü yéu trong 

nghién cúu cüa các nhá Toán hgc. Mót trong nhüng két quá dáu tién theo huóng náy lá 

chuói Leibnitz dugc Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) tim ra váo nám 1673. 

n 11111 

— — \ -|- —- 1 - y. ... 

4 3 5 7 9 11 

Chuói Leibnitz lá mót truóng hgp riéng cüa mót chuói tóng quát han, dugc tim ra bói 
James Gregory (1638-1675) váo nám 1670. 


1 ^ 7 9 11 

y J y J y ' y J y J- -L 

A A A A A 

arctan (x) — x - \- — -1- 

3 5 7 9 11 


+ -(I*I<D 


Néu nhu trong chuói Gregory, ngoái viéc thay x — 1 dé dugc chuói Leibnitz thi ta có 

thé thay x vói các giá tri khác nhó hon, dé dugc mót chuói khác có tóc dó hói tu cao han 

rát nhiéu. Abraham Sharp (1651-1742) da sü dung két quá trén dé dat dugc két quá ky luc 

váo nám 1699 vói 71 chü só sau dáu pháy. 

n >/3 ( lili 1 
- = —I 1-- + ■ 

6 


3 V 


9 + 45 


1 , 1 
189 729 2673 


+ 


Tiép theo dó, các nhá Toán hgc da thóng qua viéc tim nhüng tó hgp các arctan(x) 
má mói trong chúng dugc biéu dién bói các chuói hói tu nhanh hon chuói Leibnitz. 

1 1 

arctan 1 = 4 arctan - — arctan- 

5 239 

1 1 

arctan 1 = arctan - + arctan - 
2 3 

111 

arctan 1 = 4 arctan - — arctan-1- arctan — 

5 70 99 
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111 
arctan 1 = arctan - + arctan - + arctan - 
2 5 8 

Chúng ta có thé kiém tra dé dáng các dáng thúc náy báng cách sü dung các háng dáng 
thúc krgng giác : 


x + y 

arctan x + arctan y = arctan- (xy < 1) 

í-xy 


x — y 

arctan x — arctan y = arctan- (xy > — 1) 

1 + xy 

2x 

2 arctan x = arctan-- (|x| < 1) 

1 — x ¿ 

Viec khai trien náy cho ta diroc mót chuói thuán tién han rát nhiéu cho viec tính toán. 
Vá giúp John Machín (1680-1751) tính drrgc 100 chü só sau dáu pháy váo nám 1706. 
Thánh cóng cüa John Machín da khdi lén cho các nhá Toán hgc khác tiép tuc tham gia 
cuóc chay dua má nó da bát dáu tú thdi Archimedes. 


Sú dung phuong pháp cüa Abraham Sharp, De Lagny (1660-1734) da tính dugc 127 
chü só sau dáu pháy váo nám 1719. Khóng láu sau dó, Leonard Euler (1707-1783) báng 
mót phuong pháp khác kiém tra két quá cüa De Lagny vá tim ra sai sót o chü só thú 113. 
Nám 1841, William Reserford (khóng ró nám sinh, nám mát) dá tim ra 208 chü só sau 
dáu pháy vá dugc kiém tra lai bói Johan Martin Zacharias Dase (1824-1861) sai ó chü só 
153. Nám 1847, Thomas Clausen (1801-1885) tién thém dén 250 chü só sau dáu pháy, 
trong dó có 248 chü só tính dúng. 

Nám 1853, William Reserford táng thánh tích cüa minh lén 440 chü só sau dáu pháy. 
Vá ky luc cüa thoi ky náy dugc thiét láp bói William Shanks (1812-1882) vói 530 chü só 
(trong dó 527 chü só tính dúng). Vé sau, William Shanks da phái lám viec cát luc dé tính 
tiép các chü só tiép theo, dua ky luc lén dén 707 chü só tính dúng. 

Dén thé ky 20, cuóc cách mang máy tính dánh dáu nhüng thánh tim vi dai cüa trí tué 
con nguói. Nhüng kiém tra dáu tién trén máy tính dién tü váo nám 1945 da phát hién 
William Shanks da sai ngay tü chü só thú 528. Diéu náy khién nhá Toán hgc Harold 
Scott MacDonald Coxeter (1907-2003) phái thót lén ráng : “Khóng thé khóng buón khi 
nghi ráng, nhüng tính toán má Shanks tói nghiép dá phái bó ra mót phán lón cüa cuóc dói 
dé tính, thi máy tính dién tü hién dai có thé thuc hién trong vái giáy nhu lá dé khúi dóng 
vay”. Vá nhu vay, su xuát hién cüa máy tính dién tú lám cho tóc dó cuóc dua tim nhüng 
chü só sau dáu pháy cáng táng nhanh. 


191 

TOANMATH.com 






Nám 1949, John Von Neumann (1903-1957) cúng các cóng sir da tính duoc 2037 chü 
só sau dáu pháy tren mót trong nhüng máy tính dién tú dáu tién ENIAC. Nguóng 10000 
chü só dat diroc váo nám 1958 bói Fredrick Jenuine (1908-1973) vói sir tro giúp cüa máy 
tính IBM 704. Vá 100.000 chü só sau dáu pháy cüa só n duoc tính váo nám 1961 bói 
Daniel Shanks (1917-1996) cúng vói máy tính IBM 7079. Nám 1973, Jan Gyiu vá M. 
Buet (khóng ró nám sinh, nám mát) da láp ky luc vói múc 1 triéu chü só sau dáu pháy, sü 
dung gán mot ngáy lám viec cüa máy CDC-7600. 


Den cuói thé ky 20, nguói ta da tính duoc só n vói dó chính xác den chü só thú 200 ti. 
Vá cho tói hién tai, mói dáy nhát lá ky luc cüa Fabrice Bellard (1972) khi tính chính xác 
den chü só thú 2.7 ti ti cüa só n. Mát den 131 ngáy dé tính toán, nhung dáy lá mot két 
quá circ ky án tuong vi Fabrice Bellard chí sü dung máy tính dé bán thóng thuóng dé xü 
ly só liéu cúng vói viec phát trién mót phán mém xü ly thuát toán manh hon 20 lán so vói 
nhüng sán phám tuong tu truóc dó. 


Tuóng nhir lá ky nguyén cüa máy tính dién tü dá loai bó con nguói ra khói cuóc choi 
mót cách dút khoát, máy tính náo có tóc do xü ly nhanh hon thi máy dó tháng. Nhung sir 
thirc thi khóng nhu váy, chính con nguói dá khói xuóng cuóc chay dua khóng tién khoán 
háu náy vá tao nén nhiéu thuát toán nhán nhanh giúp máy tính dién tü xü ly hiéu quá hon. 

Tro lai con só 200 ti dá duoc thiét láp váo cuói thé ky 20... 

Nám 1987, Jonathan vá Peter Borwein (1953) dá tim ra mót chuói dáng ngac nhién : 


00 

^ ^ ^ ^ ^ 6n ^ ! - 3 [212175710912V6I 

n=o (n!) 3 (3n)! [5280(236674 + 30303V6l)] 3n+ ^ 

+ 1657145277365 + n(13773990892672^61+ 107578229802750)] 

Dáy các só hang duói dáu tính tóng vói n = 0,1,2,3 ... bó sung thém khoáng 25 chü 
só sau dáu pháy cho só n úng vói mói só hang. Chi riéng só hang dáu tién (n = 0) cho 
giá tri gán dúng dén 24 chü só sau dáu pháy. 


Thám chí, Jonathan vá Peter Borwein con dua ra thuát toán giúp tính toán các chü só 
sau dáu pháy cüa só n, có hiéu quá thán ky. Mói mót buóc tính cüa thuát toán náy lám 
táng thém do dái các chü só sau dáu pháy duoc tính dúng lén 4 lán. Duói dáy lá mó tá 
cüa thuát toán náy : 


Ta dát y 0 = V2 — 1 vá a 0 — 6 — 4V2, các só hang tiép theo y n+1 duoc tính theo só 
hang truóc dó bói cóng thúc 
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i-yr 

3^71+1 4, / T 

i + yr+rf 

Day só {a n } dugc xáy dung bói cóng thirc 

a n +i = (1 + yn+i) 4 a n - 2 2n+3 yn+i(i + y n +i + yLi) 

Khi n cáng táng thi ta có dánh giá 

0<a n --<2 2n+3 .e- 22n+ln 

n 


Nói cách khác, 

n-> 00 1 

a n —» - 

n 


Co so cüa phát minh ra thuát toán náy lá nliüng nghién cúu trong lính vire tích phán 
elliptic vá hám theta. Thuát toán ky dieu náy láy y tirong cüa nhá Toán hoc thién tái 
nguoi An Dó Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Vá con só 200 ti da xuát hién tú dó... 


Có thé nói thém ráng, mót trong nhüng phuong pháp gáy tó mó nhát dé tính só n lá 
cüa Count Buffon váo thé ky 18 cúng vói Bái toán chiéc kim cüa óng. Trén mót mát 
pháng, ta ké các duóng tháng song song cách déu nhau d don vi chiéu dái. Thá chiéc kim 
có do dái nhó hon d lén mát pháng dó. Néu chiéc kim roi lén trén duóng ké thi lán thá dó 
dugc coi lá thánh cóng. Khám phá dáy bát ngó cüa Buffon lá ti le só lán thá thánh cóng 
so vói khóng thánh cóng lá mót biéu thúc chúa só n. 


Néu chiéu dái kim báng d don vi thi xác suát thá thánh cóng lá 


2 

0.6369418 * - 
n 

Só lán thá cáng nhiéu thi xáp xi cho só n cáng chính xác. Trong mót phuong pháp xác 
suát khác dé tính só n lá váo nám 1904, R. Chartes dá tim ra xác suát dé hai só nguyén 
dugc viét ngáu nhién nguyén tó cúng nhau vá xác suát dé mót só nguyén dugc chgn ngáu 
nhién má nó khóng chia hét cho só chính phuong déu mang chung giá tri tuyét vói lá 
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